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RESUMO
Os sistemas de suspensa˜o tiveram uma ra´pida evoluc¸a˜o na primeira
metade do se´culo XX. Desde enta˜o, o conjunto mola–amortecedor
hidra´ulico tem sido usado com constantes melhoras nos materiais, mas
sem mudanc¸as na concepc¸a˜o. A suspensa˜o ativa, embora conhecida ha´
muito tempo, na˜o e´, pela sua complexidade e custo, amplamente
utilizada. Nesta dissertac¸a˜o e´ desenvolvido um sistema de suspensa˜o
magne´tica com amortecimento eletromagne´tico integrado nele. O
objetivo e´ a simplificac¸a˜o de construc¸a˜o do sistema final de suspensa˜o.
No projeto do sistema foi utilizado o software EFCAD desenvolvido
pelo GRUCAD/EEL/UFSC, que e´ baseado na te´cnica de Elementos
Finitos e aplicado em problemas de Eletromagnetismo. A partir do
sistema projetado e´ proposto um modelo para controle da corrente do
sistema. Finalmente, sa˜o apresentadas simulac¸o˜es do sistema em
operac¸a˜o usando um controlador fuzzy para verificar se o sistema
atende a`s especificac¸o˜es de projeto.
Palavras-chave: Suspensa˜o veicular, Suspensa˜o eletromagne´tica, Mo-
delagem, Controlador Fuzzy, CAD, Campos eletromagne´ticos.

ABSTRACT
The suspension systems have had a rapid evolution in the first half of
the 20th Century. Since then, the conjunct damper-spring hydraulic
has been used with constant improvements in materials but without
changes in the design. Although known for a long time the active sus-
pension is not widely used because of its complexity and cost.In This
dissertation is developed a system of magnetic suspension with electro-
magnetic damping integrated therein. The objective is the simplifica-
tion of the construction of the final suspension system. In the project
of the system was used the software EFCAD developed by GRUCAD
/EEL/UFSC, which is based on the technique of Finite Elements and
applied in Electromagnetism problems. From system designed is pro-
posed a model for the current control system. Finally, are presented
simulations of the system in operation using a fuzzy controller to check
if the system fulfils the project specifications.
Keywords: Vehicle suspension, Electromagnetic suspension, Fuzzy
controller, CAD, Electromagnetic fields.
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1 INTRODUC¸A˜O
O presente trabalho e´ resultado das atividades de pesquisa
desenvolvidas pelo engenheiro Sigmar de Lima na a´rea de controle do
Departamento de Automac¸a˜o e Sistemas da Universidade Federal de
Santa Catarina (UFSC). Este trabalho tem como intuito realizar o
projeto de um sistema de suspensa˜o ativa (magne´tica), que seja capaz
de reproduzir as forc¸as de um sistema de suspensa˜o mecaˆnica em um
sistema de suspensa˜o magne´tico.
A estrutura suspensa˜o proposta sera´ composta de um conjunto
de ı´ma˜s permanentes e de soleno´ides. Esta estrutura deve ser modelada
de forma que seja poss´ıvel adiciona-la em um software para simulac¸a˜o
computacional. Ale´m disso, esse sistema deve atuar no controle do
deslocamento e da velocidade do deslocamento vertical da carroceria,
evitando as oscilac¸o˜es caracter´ısticas em sistemas massa-mola.
O cap´ıtulo 2 descreve a motivac¸a˜o deste trabalho, que surgiu
da necessidade de uma suspensa˜o para o triciclo que esta´ sendo
desenvolvido pelo Laborato´rio de Inovac¸a˜o da UFSC. Este ve´ıculo
esta´ sendo constru´ıdo devido a necessidade de melhorias no sistema de
transporte das cidades. O crescimento do nu´mero de ve´ıculos esta´
sendo maior do que a capacidade de ampliac¸a˜o das vias. A construc¸a˜o
deste ve´ıculo sugere a substituic¸a˜o de ve´ıculos grandes e pesados, com
sua capacidade de passageiro subutilizada, por ve´ıculos menores e
mais leves. O ve´ıculo possui uma instabilidade inerente. Deste modo,
para estabiliza´-lo, necessitamos inclina´-lo em curvas, de forma
semelhante a uma motocicleta.
O cap´ıtulo 3 e´ reservado para a fundamentac¸a˜o teo´rica, que
traz uma evoluc¸a˜o histo´rica das pesquisas e das suspenso˜es veiculares
utilizadas, explicando o funcionamento de algumas. Uma pesquisa foi
realizada buscando tecnologias existentes nesta a´rea e os resultados
sa˜o apresentados nesse cap´ıtulo de forma resumida.
O cap´ıtulo 4 descreve o projeto da suspensa˜o eletromagne´tica,
como foi elaborada a estrutura eletromagne´tica que substitua uma
suspensa˜o mecaˆnica. Para o projeto da suspensa˜o foi utilizado o
programa EFCAD (Electromagnetic Field Computer Aided Design).
Neste cap´ıtulo tambe´m tem-se uma pequena descric¸a˜o de alguns
programas do EFCAD.
O cap´ıtulo 5 trata da modelagem matema´tica do sistema da
suspensa˜o eletromagne´tica, fazendo um comparativo com a suspensa˜o
passiva. Esta Modelagem foi feita em partes, de acordo com as forc¸as
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geradas, modelando as forc¸as entre ı´ma˜s permanentes, as forc¸as entre
uma soleno´ide e um ı´ma˜ permanente, e a forc¸a gerada pelo circuito
magne´tico que relaciona o tubo de material ferromagne´tico, a bobina
central e o ı´ma˜ permanente. Foi utilizado o programa Mathcad R©
para o ca´lculo das forc¸as.
O cap´ıtulo 6 mostra os resultados de simulac¸a˜o aplicando o
controlador Fuzzy ao modelo da suspensa˜o, junto com um breve
comenta´rio do funcionamento do controlador Fuzzy. Para o projeto do
controlador foi utilizado o FIS editor do Matlab c©. A simulac¸a˜o dos
resultados foi feita no Simulink R© do Matlab c©. Nesta etapa do
projeto foi necessa´rio fazer algumas aproximac¸o˜es das curvas das
forc¸as calculadas com o Mathcad c©, por meio de polinoˆmios.
Por fim, o cap´ıtulo 7 resume os resultados deste trabalho,
apresentando as concluso˜es da pesquisa e propondo extenso˜es e
modificac¸o˜es futuras para a continuidade do estudo.
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2 MOTIVAC¸A˜O
Nos u´ltimos anos, o nu´mero de automo´veis vem crescendo
(NAAMSA, 2010), assim como aumentam as restric¸o˜es nos n´ıveis de
emissa˜o de poluentes por ve´ıculos automotores (CONTROLAR, 2010).
A grande maioria dos ve´ıculos automotores utilizados nas cidades e´
ocupada apenas por uma pessoa ou por duas pessoas (CARVER, 2010).
Devido a este fato, o Laborato´rio de Inovac¸a˜o esta´ desenvolvendo um
ve´ıculo menor, de largura reduzida, para duas pessoas, mas com o
conforto de um automo´vel e que abrigue os seus passageiros
internamente, protegendo-os assim das condic¸o˜es ambientais
((ROQUEIRO; COLET, 2010) e (VIEIRA et al., 2007)).
Este ve´ıculo tem o propo´sito de diminuir o traˆnsito nas ruas,
diminuindo assim tambe´m o consumo de combust´ıvel e a emissa˜o de
poluentes, por ser um ve´ıculo de menor porte.
A fim de aprimorar a pesquisa, propo˜e-se utilizar uma plataforma
com treˆs rodas, ou seja, um triciclo, figura 1. A roda traseira exercera´ a
func¸a˜o de trac¸a˜o, dispensando o uso de sistemas de transmissa˜o pesados
e onerosos como o diferencial. As duas rodas dianteiras servem para
dar a direc¸a˜o e manter o ve´ıculo equilibrado.
Figura 1 – Triciclo
Fonte: (NICOLAZZI; RAFAGNIN; TRAUTWEIN, 2010).
Para manter a estabilidade deste ve´ıculo em curvas e´ necessa´rio
que a posic¸a˜o do seu centro de massa seja alterada em func¸a˜o da
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acelerac¸a˜o lateral a` qual o ve´ıculo esta´ sendo submetido, pois este
ve´ıculo e´ estreito. Por possuir duas rodas dianteiras, a traseira do
ve´ıculo se torna o ponto cr´ıtico e o centro de gravidade deve se
localizar na parte da frente do ve´ıculo para uma maior estabilidade.
A motivac¸a˜o deste trabalho surgiu na necessidade de criar um
sistema de suspensa˜o para as rodas dianteiras deste ve´ıculo. Este
sistema de suspensa˜o tera´ a func¸a˜o de inclinar o chassi, o que
modifica a posic¸a˜o do centro de massa do ve´ıculo em relac¸a˜o aos
pontos de contato dos pneus com o cha˜o. Ale´m de inclinar o chassi,
pretende-se tambe´m que as rodas inclinem, de forma a minimizar os
esforc¸os transversais ao plano das rodas. Foi proposto desenvolver um
sistema de suspensa˜o ativa (magne´tica) com controle integrado. Esta
suspensa˜o atuara´ na atenuac¸a˜o das forc¸as geradas de acordo com
desn´ıvel do terreno sem causar oscilac¸o˜es indesejadas, melhorando o
contato dos pneus com o solo e a capacidade do ve´ıculo em curva,
inclinando-o para o lado oposto da forc¸a centr´ıfuga e, assim,
garantindo a sua estabilidade (figuras 2 e 3).
Figura 2 – Vista frontal inclinada do triciclo
Fonte: (NICOLAZZI; RAFAGNIN; TRAUTWEIN, 2010).
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Figura 3 – Vista frontal inclinada do triciclo
Fonte: (NICOLAZZI; RAFAGNIN; TRAUTWEIN, 2010).
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3 FUNDAMENTAC¸A˜O TEO´RICA
A suspensa˜o fornece a base para o conforto e para a seguranc¸a
de um ve´ıculo, sendo seu projeto feito por interme´dio das seguintes
func¸o˜es:
I. Isolar os passageiros do ve´ıculo das vibrac¸o˜es causadas pelas
imperfeic¸o˜es das estradas.
II. Manter os pneus em contato com o solo, otimizando o atrito entre
estas duas partes.
III. Minimizar a inclinac¸a˜o da carroceria ocorrida pela ac¸a˜o da forc¸a
centr´ıfuga no ve´ıculo, jogando-o para fora da curva.
IV. Suportar o peso esta´tico do ve´ıculo.
V. Absorc¸a˜o de transfereˆncia de carga longitudinal.
As carruagens do se´culo XVI tentaram solucionar o problema
com as irregularidades do terreno, transmitidas aos passageiros. Assim,
surgiu a ideia de se elevar a carruagem em amarras de couro fixadas a
quatro colunas do chassi. Uma vez que a carruagem estava suspensa do
chassi, o sistema veio a ser conhecido como ”suspensa˜o”. Este termo
e´ utilizado hoje para descrever o conjunto completo de soluc¸o˜es do
sistema de suspensa˜o (HARRIS, 2010).
Atualmente, sa˜o utilizados treˆs tipos de suspensa˜o veicular: a
passiva, a semiativa e a ativa (LI, 2007).
3.1 SUSPENSA˜O PASSIVA
Os sistemas passivos sa˜o os mais comuns, por serem simples e
de baixo custo. Esse sistema e´ composto por componentes passivos,
como mola e amortecedor mecaˆnicos, fixados entre o eixo da roda e a
carroceria do ve´ıculo. Os elementos passivos armazenam energia
apenas funcionando com atuac¸a˜o mecaˆnica, sem componentes
eletroˆnicos auxiliando os seus movimentos. Seu projeto e´ feito de
acordo com as caracter´ısticas desejadas, quanto ao conforto e a`
estabilidade.
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3.2 SUSPENSA˜O SEMIATIVA
Sa˜o sistemas que utilizam amortecedores com sistema de controle
que permite variar o seu fator de amortecimento. A mola deste sistema
e´ passiva.
3.3 SUSPENSA˜O ATIVA
Segundo (ELBEHEIRY et al., 1995), alguns artigos generalizam a
palavra ”ativa” para qualquer sistema de suspensa˜o que utiliza uma
fonte de energia e processamento de sinais. Outros artigos classificam
a suspensa˜o ativa pela energia fornecida ou pela faixa de frequeˆncia
utilizada pelos atuadores. A ideia ba´sica dos sistemas de suspensa˜o
ativa e´ dada pela substituic¸a˜o dos elementos de uma suspensa˜o passiva
(molas e amortecedores) por um sistema controlado com possibilidades
de monitoramento e processamento de todos os paraˆmetros do ve´ıculo.
Esta suspensa˜o possui uma fonte externa de energia, que atua em uma
grande faixa de frequeˆncias, gerando a forc¸a desejada.
3.4 MOLA
Os projetos de molas rapidamente substitu´ıram a suspensa˜o por
amarras de couro nos ve´ıculos. Deste modo, com o passar dos anos,
novos sistemas de molas, mais eficientes, foram sendo desenvolvidos
para aumentar o conforto dos passageiros. As molas mais utilizadas
nos ve´ıculos sa˜o:
Molas de ac¸o, molas de ar e ga´s, molas de borracha e molas de
Elastoˆmeros de Poliuretano, conforme apresentadas na figura 4.
Mola helicoidal Mola Pneumática
Barra de torção
Feixe de Molas
Figura 4 – Exemplos de molas
Fonte:(HILL, 2005).
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3.4.1 Molas de ac¸o
As molas de ac¸o utilizadas em automo´veis sa˜o classificadas como:
molas planas, helicoidais e de torc¸a˜o, apresentadas comumente sob a
forma de feixe de molas, cil´ındricas de compressa˜o e de barras de torc¸a˜o,
repectivamente (SHIGLEY, 2005).
3.4.1.1 Barras de torc¸a˜o
As barras de torc¸a˜o sa˜o usadas como molas. Utilizam as
propriedades de torc¸a˜o de uma barra de ac¸o para obter o desempenho
parecido com o de uma mola helicoidal. O seu funcionamento ocorre
do seguinte modo: uma extremidade da barra e´ fixada no chassi do
ve´ıculo e a outra e´ fixada ao brac¸o triangular, que atua como uma
alavanca que se movimenta perpendicularmente a` barra de torc¸a˜o.
Quando a roda atinge um obsta´culo, o deslocamento vertical e´
transferido ao brac¸o triangular e, por meio da ac¸a˜o de alavanca, a`
barra de torc¸a˜o. Esta enta˜o se torce ao longo do seu eixo, provendo
uma forc¸a semelhante a` da mola.
3.4.1.2 Mola helicoidal
Este e´ o tipo mais comum de mola, e´ basicamente uma barra
de torc¸a˜o de alta capacidade, enrolada em volta do seu eixo. Similar
a`s barras de torc¸a˜o, as molas helicoidal possuem pouco ou nenhum
amortecimento natural, por isso necessitam do uso de amortecedores,
conforme descrito em (STONE; BALL, 2004). A figura 5 mostra um
exemplo de suspensa˜o com mola helicoidal.
3.4.1.3 Feixe de molas
Este tipo de mola consiste em va´rias camadas de metal presas
com grampos para evitar movimentos individuais das laˆminas durante
as deflexo˜es e para atuarem juntas como uma u´nica pec¸a (figura 6). As
fricc¸o˜es geradas entre as laˆminas resultam em pouco amortecimento.
Sa˜o utilizados atualmente em ve´ıculos utilita´rios e de carga (STONE;
BALL, 2004).
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Figura 5 – Suspensa˜o com mola helicoidal
Fonte: (REIMPELL; STOLL; BETZLER, 2001).
Figura 6 – Feixe de mola
Fonte: (DODGE, 2008).
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3.4.2 Mola de ar ou ga´s
As molas de ar ou ga´s sa˜o utilizadas nas suspenso˜es conhecidas
como autonivelantes. Esta suspensa˜o e´ uma variac¸a˜o da suspensa˜o
passiva no qual geralmente a mola mecaˆnica e´ substitu´ıda por uma
bolsa que usa o ar ou ga´s comprimido como mola (figura 7). Com este
sistema a altura do ve´ıculo pode ser ajustada por interme´dio de uma
va´lvula niveladora (GILLESPIE, 1992).
Figura 7 – Suspensa˜o autonivelante
Fonte:(REIMPELL; STOLL; BETZLER, 2001).
3.5 AMORTECEDORES
Quando um ve´ıculo passa sobre um obsta´culo, as molas se
excitam e comec¸am a oscilar. Essa oscilac¸a˜o acontece por um certo
tempo, mesmo apo´s a superac¸a˜o do obsta´culo pelo ve´ıculo. Sem a
presenc¸a de amortecedores, o ve´ıculo perderia o contato da roda com
o terreno e a absorc¸a˜o desta oscilac¸a˜o seria feita por meio dos atritos
da suspensa˜o e pela gerac¸a˜o de calor na mola.
O primeiro amortecimento utilizado nos ve´ıculos foi o
amortecimento estrutural, que e´ causado pela dissipac¸a˜o da energia
mecaˆnica pelo movimento entre componentes de uma estrutura
mecaˆnica que possui pontos de contatos comuns, juntas ou suportes.
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Este amortecimento utiliza o atrito gerado pelo movimento entre os
componentes e pelo contato intermitente das articulac¸o˜es do sistema
ou das estruturas. O comportamento da dissipac¸a˜o de energia
depende muito do sistema mecaˆnico e, por isso, e´ extremamente dif´ıcil
de desenvolver um modelo anal´ıtico generalizado que descreva
satisfatoriamente a estrutura do amortecimento (SILVA, 2007).
Inicialmente foram realizados esforc¸os para controlar os n´ıveis
de curvatura das laˆminas para obter um melhor amortecimento nas
suspenso˜es que utilizavam feixe de molas com amortecimento por
atrito inerente. Esta suspensa˜o evoluiu com o adicionamento de
diversos materiais para controlar o coeficiente de atrito e das forc¸as.
O primeiro amortecedor inventado foi um sistema de
amortecimento a` fricc¸a˜o de Truffault, conhecido como ”scissor-action
friction disc system”. Este sistema utiliza discos de bronze para
alterar o o´leo no couro, pressionados juntos por um disco de mola
coˆnico. O atrito pode ser ajustado por um parafuso man´ıpulo
colocado no ponto de articulac¸a˜o, que pressiona os discos. Este
parafuso pode ser apertado ou afrouxado, variando a forc¸a de atrito.
Entre 1900 e 1903, Truffault passou a desenvolver uma versa˜o para
automo´veis, por est´ımulo de Hartford, nos Estados Unidos. Um ano
mais tarde, foi lanc¸ado uma versa˜o alternativa deste amortecedor, o
Andre Telecontrol (figura 8), utilizando um controle hidra´ulico para
forc¸a de compressa˜o, controlando assim o atrito, de acordo com
(DIXON, 2007).
Em 1915, Claud Foster inventou o amortecedor de cinta (dry
friction block-and-belt snubber), que exercia uma ac¸a˜o frenante
somente na fase de distensa˜o dos feixes de molas, ou seja, nos
movimentos para cima a suspensa˜o na˜o tem a ac¸a˜o do amortecedor de
cinta, conhecido como Gabriello Snubber, como descrito em (DIXON,
2007) (figura 9).
Umas das primeiras formas hidra´ulicas a contribuir com a
evoluc¸a˜o dos amortecedores foi a Andrex (figura 10). Conhecido como
amortecedor hidra´ulico de alavanca, e´ constitu´ıdo por um corpo
cil´ındrico cheio de o´leo, dentro do qual desliza um eˆmbolo acionado
por um balancim e seu eixo de rotac¸a˜o esta´ montado no brac¸o de
comando ligado ao feixe de molas ((DIXON, 2007) e (FONTANA,
2010b)).
O primeiro amortecedor hidra´ulico a obter sucesso foi
desenvolvido em 1906 por Maurice Houdaille (figura 11), conhecido
como amortecedor hidra´ulico de eˆmbolo rotativo ou Houdaille,
constitu´ıdos por um corpo cil´ındrico dentro do qual gira, com
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Figura 8 – Amortecedor modelo Andre
Fonte:(DIXON, 2007).
Figura 9 – Amortecedor de cinta
Fonte:(DIXON, 2007).
vedac¸a˜o, um eˆmbolo rigidamente fixado num brac¸o, que por sua vez e´
preso ao feixe de molas. O movimento do feixe provoca a rotac¸a˜o do
eˆmbolo imerso em o´leo, que funciona como bomba aspirante e
compressora. A passagem do o´leo e´ regulada por va´lvulas que
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Figura 10 – Amortecedor hidra´ulico de alavanca
Fonte:(DIXON, 2007).
aumentam o efeito frenante quando o feixe esta´ em extensa˜o ((DIXON,
2007) e (FONTANA, 2010b)).
Figura 11 – Amortecedor hidra´ulico de eˆmbolo rotativo ou Hodaille
Fonte: (DIXON, 2007).
Em 1925, a Lancia utilizou amortecedores hidra´ulicos na
suspensa˜o dianteira do ”Lambda”(figura 12). Este amortecedor hi-
dra´ulico e´ incorporado a` suspensa˜o dianteira, com corpo cil´ındrico
fixo, por dentro do qual desliza um eˆmbolo ligado a` parte mo´vel da
suspensa˜o. Quando a mola da suspensa˜o e´ comprimida, o eˆmbolo fica
livre para subir, pois va´lvulas automa´ticas permitem que o o´leo passe
a` caˆmara inferior. Quando a mola se distende, o eˆmbolo lanc¸a para
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cima o o´leo e, por meio de uma va´lvula, impede o seu retorno
(FONTANA, 2010b).
Figura 12 – Amortecedor hidra´ulico do Lancia
Fonte:(DIXON, 2007)
Os amortecedores hidra´ulicos telesco´picos comec¸aram a se
difundir durante a de´cada de 1950, apo´s o sucesso do carro de corrida
da Mercedes Benz, que utilizava este modelo. Comec¸ou a ser utilizado
cada vez mais em automo´veis de passageiros e, com o passar dos anos,
este amortecedor conseguiu n´ıveis nota´veis de eficieˆncia e de durac¸a˜o
(DIXON, 2007). E´ normal que um amortecedor hidra´ulico funcionando
regularmente a frio perca um pouco de sua efica´cia a quente ou no
vera˜o. Este fenoˆmeno deve-se a`s variac¸o˜es da viscosidade do o´leo
quando varia a temperatura, raza˜o pela qual muda consequentemente
a caracter´ıstica de resposta do amortecedor a`s solicitac¸o˜es que sofre.
Existem amortecedores dotados de dispositivos para a regulagem do
efeito de amortecimento e muitas vezes esta regulagem e´ feita por
parafusos man´ıpulo, na˜o exigindo o desmonte de pec¸as internas ao
amortecedor (DIXON, 2007).
Outro amortecedor utilizado e´ do tipo o´leo-pneuma´tico
telesco´pico (figura 13), que e´ constitu´ıdo por um sistema
cilindro-eˆmbolo, como nos telesco´picos, e uma caˆmara que conte´m
nitrogeˆnio comprimido (FONTANA, 2010b).
O Citroe¨n 2CV possui um amortecedor diferenciado (figura 14),
constitu´ıdo de um cilindro cheio de o´leo, no qual um eˆmbolo movimenta-
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Figura 13 – Amortecedor hidra´ulico telesco´pico
Fonte:(REIMPELL; STOLL; BETZLER, 2001).
se livremente (FONTANA, 2010b).
Figura 14 – Amortecedor do Citroe¨n 2CV
Fonte: (MARSH, 1996).
Os sistemas de suspenso˜es hidropneuma´ticas (figura 15)
consistem em uma quantidade de ga´s confinado em uma caˆmera
hermeticamente selada que esta´ conectada a um cilindro hidra´ulico. O
cilindro esta´ instalado entre o chassi e o eixo, de forma que o o´leo e´
41
bombeado do ou para o cilindro quando o eixo se move e, nos
sistemas hydrolastic, os amortecedores constituem-se simplesmente de
pequenas va´lvulas que regulam com precisa˜o a passagem do fluido que
conecta a caˆmara ao cilindro. Conforme o cilindro desloca, o fluido
passa pelo orif´ıcio, que, por perda de carga, dissipa energia de uma
parte para outra do circuito hidra´ulico (MARSH, 1996).
Figura 15 – Suspensa˜o Hidropneuma´tica
Fonte: (MARSH, 1996).
3.6 AMORTECEDORES E MOLAS ELETROMAGNE´TICOS
Atuadores eletrodinaˆmicos possuem diversas vantagens quando
comparados a atuadores hidra´ulicos, pneuma´ticos ou mecaˆnicos.
Atuadores ele´tricos possuem baixo atrito esta´tico e os controles sa˜o
feitos de forma ra´pida e eficiente, conseguindo controlar diversos
n´ıveis de forc¸as (KARNOPP, 1989).
(KIM et al., 2001) desenvolveram um amortecedor eletro-
magne´tico que auxilia o sistema de amortecimento passivo. Este sis-
tema e´ composto de um ı´ma˜ permanente e um soleno´ide, figura 16.
(NAGAYA; SUGIURA, 1995) variaram o valor da constante da mola
usando um atuador com ı´ma˜s permanentes e soleno´ides e (TENTOR,
2000) implementou um atuador similar a esse.
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Figura 16 – Amortecedor eletromagne´tico de (KIM et al., 2001)
Fonte: (KIM et al., 2001).
3.6.1 Amortecedores de fluidos reolo´gicos
Os fluidos reolo´gicos consistem em micro part´ıculas polarizadas
dispersas em um fluido base, como silicone ou o´leo. Quando o campo
ele´trico ou magne´tico (dependendo das caracter´ısticas do material) e´
aplicado no fluido, as part´ıculas se alinham com o campo formando
uma corrente e o fluido se torna praticamente so´lido em poucos
milissegundos, de acordo com (DYKE et al., 1996) (figura 17). Devido a
esta caracter´ıstica, este material comec¸ou a ser pesquisado na
engenharia automotiva em amortecedores, possibilitando o controle da
forc¸a de amortecimento, conforme a forc¸a do campo aplicada.
Entretanto, os amortecedores eletro-reolo´gicos (ER) e os
magneto-reolo´gicos (MR) so´ chegaram aos ve´ıculos comerciais em
torno do ano 2000, como descrito em (DIXON, 2007).
3.6.2 Motor linear
Sa˜o sistemas de suspensa˜o desenvolvidos para substituir ou
auxiliar as molas e os amortecedores dos sistemas passivo. Conforme
as correntes nas suas bobinas, o motor linear se comprime ou se
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Figura 17 – Amortecedor com fluido reolo´gico
Fonte: (ALEXANDRIDIS, 2007).
estende, criando o movimento entre a roda e a carroceria do carro. A
princ´ıpio, estes sistemas na˜o sa˜o restritos apenas para atuac¸a˜o
semiativa, mas tambe´m proveem do completo suporte das massas
suspensas do ve´ıculo e das propriedades da mola. Pore´m, esta forc¸a
esta´tica requer muita energia, como descrito em (KRU¨GER; VACULIN;
SPIECK, 2004). A aplicac¸a˜o de motores lineares em suspensa˜o vem
sendo pesquisada por diversos autores com algumas variac¸o˜es. (PATT,
1985) utilizou motor linear como se fosse uma mola magne´tica, pore´m
outros autores utilizaram o motor linear como amortecedor.
(LEQUESNE et al., 1992), (PAULIDES et al., 2006), (ALLEN, 2008),
(GYSEN et al., 2008) e (LEE, 2009) e a Bose corporation, segundo
(HAGGAG; ABDEL-AZIZ, 2009), utilizaram um motor linear fazendo a
func¸a˜o de amortecimento com o aux´ılio de uma mola (figura 18).
(MARTINS et al., 2006) fizeram uma comparac¸a˜o matema´tica
entre sistema de suspensa˜o passivo e um sistema com motor linear e
mola e a Bose corporation testou o seu sistema de suspensa˜o em
alguns ve´ıculos (KRU¨GER; VACULIN; SPIECK, 2004), figura 19.
(MIRZAEI et al., 2001) criaram um sistema de amortecedor
eletromagne´tico e compararam os seus resultados com um motor
linear conectado a uma fonte CC, mostrado na figura 20.
(MARTINS et al., 1999) propuseram um sistema de suspensa˜o
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Figura 18 – Sistema de suspensa˜o como um motor linear
Fonte: (ALLEN, 2008).
Figura 19 – A` esquerda um carro com suspensa˜o passiva e a` direita um
carro com o sistema de suspensa˜o da Bose
Fonte: (BOSE, 2010).
h´ıbrido, combinando amortecedores passivos com flu´ıdo hidra´ulico e
um eletromagne´tico atuador. Este sistema pode ser observado na
figura 21.
(UMMANENI; NILSSEN; BRENNVALL, 2007) descreveram a ana´lise
da forc¸a de um atuador de ı´ma˜ permanente combinado com uma mola
pneuma´tica (figura 22).
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Figura 20 – Amortecedor eletromagne´tico de (MIRZAEI et al., 2001)
Fonte: (MIRZAEI et al., 2001).
Figura 21 – Amortecedor h´ıbrido de (MARTINS et al., 1999)
Fonte: (MARTINS et al., 1999).
(GUPTA et al., 2006) descreveram o projeto e implementac¸a˜o de
dois amortecedores eletromagne´ticos: um baseado em um motor linear e
outro baseado em um motor CC rotato´rio, constitu´ıdo por um pequeno
motor CC ligado a um brac¸o mecaˆnico por um sistema de engrenagens
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Figura 22 – Amortecedor de (Ummaneni et al., 2007)
Fonte: (UMMANENI; NILSSEN; BRENNVALL, 2007).
(figura 23).
Figura 23 – Amortecedor eletromagne´tico com um motor CC rotato´rio
Fonte:(GUPTA et al., 2006).
(KAWAMOTO et al., 2007) propuseram um amortecedor magne´tico
utilizando um motor CC com engrenagens planeta´rias e um fuso de
esferas para converter o movimento transversal das vibrac¸o˜es entre a
carroceria e as rodas para o movimento rotacional do motor CC. Este
amortecedor e´ mostrado na figura 24.
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Figura 24 – Amortecedor magne´tico de (KAWAMOTO et al., 2007)
Fonte: (KAWAMOTO et al., 2007)
3.6.3 Amortecedores de correntes induzidas
As correntes induzidas (correntes de Foucault) sa˜o causadas
pelo movimento de um condutor em um campo esta´tico ou pela
variac¸a˜o da intencidade do campo magne´tico. Quando as correntes
induzidas sa˜o geradas, cria-se uma forc¸a de repulsa˜o que e´
proporcional a` velocidade relativa do campo e do condutor,
comportando-se como um amortecedor passivo (EBRAHIMI, 2009).
(GRAVES; TONCICH; IOVENITTI, 2000) apresentaram uma
representac¸a˜o matema´tica para amortecedores de correntes induzidas,
baseados na forc¸a eletromotriz. (SODANO, 2005) projetou um sistema
de amortecedor de corrente induzida, que utiliza dois ı´ma˜s
permanentes com magnetizac¸a˜o oposta para gerar o efeito de
amortecimento. (BAE et al., 2009) investigaram analiticamente e
experimentalmente as caracter´ısticas do amortecimento de correntes
induzidas, quando um ı´ma˜ permanente e´ colocado dentro de um tubo
de material condutor. (CHENG; OH, 2009) estudou um amortecedor de
correntes induzidas com um atuador eletromagne´tico. (EBRAHIMI,
2009) estudou a viabilidade da utilizac¸a˜o do efeito de amortecimento
das correntes induzidas como um amortecedor passivo de ve´ıculos e
desenvolveu um sistema de mola e amortecedor baseado no fenoˆmeno
de amortecimento das correntes induzidas (figura 25).
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Figura 25 – Amortecedor magne´tico de corrente induzida de
(EBRAHIMI, 2009)
Fonte: (EBRAHIMI, 2009)
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4 PROJETO
Os ve´ıculos sa˜o sistemas mecaˆnicos que se locomovem sobre
superf´ıcies sujeitas a irregularidades, sendo estas as principais fontes
de vibrac¸o˜es e ru´ıdos da estrutura quanto ao deslocamento. Ale´m da
pista, existem outras fontes de gerac¸a˜o de vibrac¸o˜es e ru´ıdos em
automo´veis, podendo-se citar: os pneus, sistema de transmissa˜o,
motor e aerodinaˆmica, (NICOLAZZI; ROSA; LEAL, 2008).
Para diminuir as vibrac¸o˜es e ru´ıdos, os automo´veis utilizam um
sistema de suspensa˜o que e´ projetado de modo a atenuar as forc¸as
aplicadas ao ve´ıculo de acordo com as irregularidades da superf´ıcie, bem
como aumentar o conforto dos ocupantes e aumentar a estabilidade.
Sem as molas e os amortecedores, que permitem a
movimentac¸a˜o controlada do sistema, o desconforto seria muito
grande, principalmente em pistas irregulares. Isso sem falar na vida
u´til do ve´ıculo, que diminuiria muito com os fortes impactos sofridos.
O projeto da suspensa˜o consiste em criar um modelo
eletromagne´tico que substitua alguns componentes de uma suspensa˜o
convencional passiva. A ana´lise inicia na identificac¸a˜o das forc¸as
geradas pelos componentes da suspensa˜o passiva: as forc¸as geradas
pelas molas, que possuem as func¸o˜es de sustentac¸a˜o e de resistir a`s
forc¸as geradas ao ve´ıculo devido ao relevo do terreno, e as forc¸as dos
amortecedores de resistir a` velocidade imposta pelas forc¸as geradas ao
ve´ıculo.
4.1 DESENVOLVIMENTO DA SUSPENSA˜O
A maior dificuldade no projeto da suspensa˜o e´ a elaborac¸a˜o de
uma estrutura eletromagne´tica que substitua uma suspensa˜o
mecaˆnica. Para evitar a construc¸a˜o de estruturas inadequadas e
pouco seguras, foi utilizado o software de simulac¸a˜o de campos
EFCAD, que foi desenvolvido pelo GRUCAD (Grupo de Concepc¸a˜o e
Ana´lise de Dispositivos Eletromagne´ticos), do Departamento de
Engenharia Ele´trica da UFSC. Foram analisadas diversas estruturas
ate´ encontrar uma que atingisse os objetivos. Sem o EFCAD isso na˜o
seria poss´ıvel, pois ele fornece com rapidez os resultados da ana´lise
nume´rica da estrutura.
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4.1.1 EFCAD
O EFCAD e´ um sistema moderno, com uma interface gra´fica
simples, que comporta setores de pre´-processamento para uma
entrada dos dados e um setor de po´s-processamento onde os
resultados sa˜o tratados de forma abrangente e simples. O EFCAD
resolve equac¸o˜es diferenciais (Laplace, Poisson) relacionadas aos
fenoˆmenos eletromagne´ticos e te´rmicos usando o Me´todo de
Elementos Finitos, (GRUCAD, 2002).
O Me´todo de Elementos finitos e´ uma ferramenta de grande
flexibilidade e eficieˆncia em problemas de difusa˜o de campos. Para
aplicar este me´todo, o domı´nio de estudo da estrutura analisada tem
que ser discretizado, ou seja, dividido em pequenas parcelas
denominadas de elementos finitos (BASTOS, 2008).
A arquitetura do software EFCAD e´ dividida em treˆs partes:
1. Pre´-Processador: sa˜o os programas utilizados para desenhar as
estruturas e definir os materiais, as fontes e a malha (EFD, EFM
e EFR).
2. Solver: sa˜o programas utilizados para calcular as estruturas
(EFCS, EFCC, EFCJ, EFCT, EFCV, EFCTS e EFCTT).
3. Po´s-Processador: sa˜o programas para visualizar os resultados
(EFGN).
Os programas utilizados no projeto da suspensa˜o foram:
• EFP: e´ um programa que tem o objetivo de formar um arquivo
residente com as caracter´ısticas f´ısicas do meio utilizado na
estrutura, podendo adicionar ou editar materiais com
propriedades magne´ticas como: permissividades, permeabi-
lidades e curvas B (H).
• EFR: e´ um programa utilizado para descrever estrutura
fisicamente regular. Sua descric¸a˜o geome´trica pode ser realizada
por uma malha regular, usando o Me´todo dos Elementos
Finitos. A malha de elementos finitos gerada por este programa
tem apenas elementos quadrilaterais, que normalmente fornecem
resultados muito precisos (figura 28);
• EFCS: e´ um programa que resolve ca´lculos de campos
eletromagne´ticos esta´ticos com o Me´todo dos Elementos Finitos;
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• EFGN: Onde os resultados sa˜o tratados e visualizados
graficamente ou numericamente (figura 29).
O EFCAD e´ um programa 2D que calcula estruturas
tridimensionais com simetria axial, ou seja, estruturas que possuem
uma simetria de revoluc¸a˜o e na˜o possuem variac¸o˜es geome´tricas na
direc¸a˜o perpendicular da sua sec¸a˜o transversal. (GRUCAD, 2002)
Como a estrutura da suspensa˜o esta´ em coordenadas cil´ındricas,
na˜o possui variac¸a˜o em θ, esta ana´lise pode ser vista na figura 26.
Figura 26 – Aplicac¸o˜es com simetria axial no EFCAD (GRUCAD, 2002).
No in´ıcio do trabalho a estrutura projetada era composta de
uma haste de material ferromagne´tico que se deslocava dentro de um
conjunto de ı´ma˜s permanentes, essas estruturas foram analisadas no
EFCAD e notou-se que o campo magne´tico dos ı´ma˜s permanentes na˜o
era aproveitado adequadamente, resultando em uma forc¸a magne´tica
menor do que a requeria, de 1KN, necessa´ria para sustentac¸a˜o do
ve´ıculo. Outras estruturas projetadas no EFCAD, eram compostas de
um tubo de material ferromagne´tico e uma bobina externa a ele.
Nestas estruturas o ı´ma˜ se deslocava dentro do tubo de material
ferromagne´tico. Com este tipo de estruturas foi poss´ıvel atingir a
forc¸a necessa´ria para a sustentac¸a˜o do ve´ıculo. O inconveniente era
que a forc¸a magne´tica diminu´ıa conforme o deslocamento do ı´ma˜
permanente e desta forma na˜o eram atendidos os requisitos de
projeto.
Apo´s a ana´lise de diversas estruturas com o programa EFCAD,
escolheu-se utilizar a estrutura da figura 27, que mais se aproximou
das forc¸as geradas por uma suspensa˜o passiva. Calculou-se as forc¸as
eletromagne´ticas da estrutura variando a posic¸a˜o do ı´ma˜ central,
simulando o deslocamento da suspensa˜o, utilizando o programa
EFCAD, conforme as figuras 28 e 29.
A estrutura escolhida e´ composta por duas partes, conforme a
52
Figura 27 – Modelo da suspensa˜o
Figura 28 – Malha de domı´nio da estrutura calculada no programa
EFCAD
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Figura 29 – Linhas de fluxo magne´tico na estrutura calculada no
programa EFCAD
figura 30. A primeira parte e´ composta por um ı´ma˜ permanente de
neod´ımio-ferro-boro e uma haste de material paramagne´tico com alta
resisteˆncia mecaˆnica. Esta parte e´ fixada na carroceria do ve´ıculo. A
segunda parte e´ composta por um tubo de material paramagne´tico
(exemplo o alumı´nio), dois ı´ma˜s permanentes de neod´ımio-ferro-boro,
cinco soleno´ides e um tubo de material ferromagne´tico. Esta parte e´
fixada na balanc¸a do ve´ıculo. A haste e o tubo sa˜o de material
paramagne´tico para na˜o interferirem nas forc¸as da estrutura
projetada. A permeabilidade magne´tica desses materiais sa˜o pro´xima
da permeabilidade magne´tica do ar, pois os efeitos pra´ticos do
paramagnetismo sa˜o, geralmente, desprez´ıveis (BASTOS, 2008).
A suspensa˜o eletromagne´tica atua de acordo com o desn´ıvel do
terreno, que movimenta o ı´ma˜ central, enquanto os outros dois ı´ma˜s
se opo˜em ao movimento com o aux´ılio de cinco soleno´ides. O tubo
de material ferromagne´tico do centro da estrutura tem o objetivo de
sustentar o ve´ıculo, evitando gastos excessivos de energia (figura 31).
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Figura 30 – Corte do Modelo da suspensa˜o (partes)
Figura 31 – Corte do Modelo da suspensa˜o
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5 MODELAGEM DO SISTEMA
A suspensa˜o proposta parte do princ´ıpio do funcionamento de
uma suspensa˜o passiva, que e´ composta pelo conjunto de massa, mola
e amortecedor.
O ve´ıculo e´ dividido em massas suspensas (chassi, carroceria,
carga, motor, etc.) e massas na˜o-suspensas (eixos, rodas, partes da
direc¸a˜o, etc). A ana´lise da suspensa˜o comec¸a a partir das leis de
Newton, por meio da ana´lise esta´tica do ve´ıculo com a suspensa˜o
magne´tica. Conforme a primeira lei de Newton, todo corpo continua
em seu estado de repouso, a menos que seja forc¸ado a mudar o seu
estado por forc¸as aplicadas sobre ele. Para o ve´ıculo se manter em
repouso no sistema de suspensa˜o, e´ necessa´rio aplicar uma forc¸a
contra´ria ao peso das massas suspensas. Nos sistemas passivos, a
sustentac¸a˜o das massas suspensas do ve´ıculo e´ feita por uma forc¸a
exercida pela mola. Esta forc¸a e´ contra´ria a` forc¸a gerada.
No modelo eletromagne´tico proposto neste trabalho, esta forc¸a
e´ exercida pelo somato´rio da forc¸a de atrac¸a˜o entre o ı´ma˜ permanente
central da suspensa˜o e o tubo de material ferromagne´tico, com a forc¸a
de repulsa˜o entre o ı´ma˜ central e os outros ı´ma˜s da suspensa˜o.
A dinaˆmica da estrutura e´ modelada de acordo com a segunda lei
de Newton, em que o somato´rio das forc¸as externas atuando no corpo e´
igual ao produto da massa pela acelerac¸a˜o na direc¸a˜o da forc¸a aplicada
(GILLESPIE, 1992), ∑
Fap = Mv z¨ (5.1)
sendo Fap a forc¸a aplicada de acordo ao relevo do terreno, Mv a
massa do ve´ıculo e z¨ acelerac¸a˜o.
A mola e´ um componente da suspensa˜o mecaˆnica que resiste a`
forc¸a aplicada pelo relevo ao ve´ıculo por interme´dio de sua compressa˜o
ou extensa˜o. A forc¸a da mola e´ dada conforme a lei de Hooke, em que o
sinal negativo indica que as forc¸as exercidas pela mola sempre opo˜em-se
ao deslocamento. Esta forc¸a e´ substitu´ıda no modelo eletromagne´tico
pelo somato´rio das forc¸as de repulsa˜o entre o ı´ma˜ central com os outros
ı´ma˜s da suspensa˜o eletromagne´tica,
F = −K(z2 − z1) (5.2)
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Figura 32 – Modelo de uma Mola
sendo K a constante ela´stica da mola (N/m).
O amortecedor e´ um componente da suspensa˜o que dissipa a
energia e e´ responsa´vel por opor resisteˆncia a` velocidade imposta pela
forc¸a aplicada, isto e´, quanto mais ra´pido for o movimento a que
forem sujeitos, mais resisteˆncia oferecem a esse movimento. No
modelo eletromagne´tico ele e´ substitu´ıdo pelos soleno´ides, a partir de
sua forc¸a de atrac¸a˜o e repulsa˜o ao ı´ma˜ central da estrutura.
Figura 33 – Modelo de um Amortecedor
F = b(z˙2 − z˙1), (5.3)
sendo b o coeficiente de atrito viscoso (N/m).
Segundo (NICOLAZZI; ROSA; LEAL, 2008), uma ana´lise dinaˆmica
preliminar de um ve´ıculo pode ser feita com um modelo da quarta parte
do conjunto (figura 34). Neste modelo, o ve´ıculo e´ dividido em quatro
partes, sendo cada parte associada a uma roda do ve´ıculo.
Conforme descrito em (POPP, 2010), os princ´ıpios fundamentais
de uma suspensa˜o veicular podem ser completamente estudados por
um modelo vertical com dois graus de liberdade. No entanto, para
uma ana´lise direcionada ao sistema da suspensa˜o projetado neste
trabalho, sera´ utilizado apenas o modelo de um grau de liberdade,
desconsiderando as varia´veis geradas pelo pneu.
Logo, o modelo matema´tico para suspensa˜o mecaˆnica fica:
57
Figura 34 – Modelo de 1/4 de ve´ıculo
Fonte: (JAZAR, 2008).
Mz¨(t) + Cz˙(t) +Kz(t) = Fap (5.4)
Com este modelo, e´ poss´ıvel avaliar o sistema da suspensa˜o em
relac¸a˜o ao conforto e aos esforc¸os transmitidos a` carroceria.
5.1 FORC¸A DA MOLA
A forc¸a gerada pela mola e´ substitu´ıda pelo somato´rio das
forc¸as de repulsa˜o entre os ı´ma˜s da suspensa˜o eletromagne´tica, cuja
forc¸a de sustentac¸a˜o e´ atribu´ıda a` forc¸a de atrac¸a˜o do ı´ma˜ com o tubo
ferromagne´tico.
5.1.1 Forc¸a de repulsa˜o entre os ı´ma˜s
Para o ca´lculo da forc¸a de repulsa˜o entre os ı´ma˜s, foi considerado
cada ı´ma˜ permanente como duas cargas magne´ticas, uma positiva e
outra negativa (FURLANI, 2001).
A transformac¸a˜o dos ı´ma˜s permanentes em cargas magne´ticas e´
feita a partir das equac¸o˜es da magnetosta´tica. Segundo a lei de Ampe`re,
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um campo magne´tico para uma regia˜o sem corrente e´ dado pela equac¸a˜o
5.5.
∇× ~H = 0, (5.5)
sendo ~H o campo magne´tico (A/m).
Sabe-se que:
∇ · ~B = 0, (5.6)
sendo ~B a induc¸a˜o magne´tica (T).
Um campo cujo rotacional e´ nulo em todos os pontos do espac¸o
denomina-se irrotacional. Segundo o Teorema de Helmholtz: um vetor
irrotacional pode ser escrito como o gradiente de uma func¸a˜o escalar,
se o campo ~H se anula no infinito, assim:
~H = −∇ϕ (5.7)
sendo ϕ o potencial escalar.
Por outro lado, tem-se
~B = µo( ~H + ~M), (5.8)
sendo µo a permeabilidade magne´tica no ar (H/m) e ~M a magnetizac¸a˜o
(A/m).
Substituindo as equac¸o˜es 5.7 e 5.8 na equac¸a˜o 5.6, e´ obtida a
seguinte equac¸a˜o para o potencial escalar:
∇2ϕ = ∇ · ~M, (5.9)
sendo ∇2 o Laplaciano.
Neste trabalho a equac¸a˜o do potencial escalar (tambe´m
conhecida equac¸a˜o de Poisson) foi resolvida utilizando a func¸a˜o de
Green para o espac¸o livre, pois permite modelar o deslocamento das
cargas. Considerou-se o Laplaciano ∇2 como operador linear, ∇ ·M
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como func¸a˜o fonte e ϕ como a func¸a˜o inco´gnita da func¸a˜o de Green.
Logo tem-se:
∇2G(x, x′) = δ(x− x′), (5.10)
sendo G(x-x’) a func¸a˜o de Green e δ(x-x’) a func¸a˜o de delta de Dirac.
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o 5.10 e´ dada pela equac¸a˜o 5.11, ou seja,
ϕ(x) =
∫
G(x, x′)∇′ ·M(x′)dv′ (5.11)
Pode-se verificar esta afirmac¸a˜o aplicando o laplaciano na
equac¸a˜o 5.11 ((FLEMING, 2010) e anexo A).
∇2ϕ(x) =
∫
∇2G(x, x′)∇′ ·M(x′) dv′ (5.12)
Substituindo a equac¸a˜o 5.10 na equac¸a˜o 5.12, tem-se:
∇2ϕ(x) =
∫
δ(x− x′)∇′ ·M(x′) dv′ (5.13)
Conforme descrito em (AGUIAR, 2010), a func¸a˜o de delta de
Dirac e´ definida sendo nula para todo x 6= 0 e seu valor em zero e´ ta˜o
grande que: ∫ ∞
−∞
δ(x− x′) dv′ = 1 (5.14)
Esta func¸a˜o possui uma propriedade conhecida como propriedade
da filtragem, em que:∫ ∞
−∞
f(x)δ(x− a) dv = f(a) (5.15)
Aplicando a propriedade da filtragem da func¸a˜o de delta de Dirac
na equac¸a˜o 5.12, prova-se que a equac¸a˜o 5.11 e´ soluc¸a˜o da equac¸a˜o 5.10:
∇2ϕ(x) = ∇ ·M (5.16)
A func¸a˜o de Green (G(x,x’)) para problemas em 3D (FURLANI,
2001) e´ dada por:
G (x− x′) = − 1
4pi
1
|x− x′| (5.17)
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Substituindo a equac¸a˜o 5.17 na equac¸a˜o 5.11, tem-se que:
ϕ(x) = − 1
4pi
∫
1
|x− x′|∇
′ ·M(x′) dv′ (5.18)
sendo x o ponto de observac¸a˜o e x′ o ponto observado.
Se M e´ confinado em um volume v, de permeabilidade µo, seu
valor cai bruscamente para zero fora do volume (FURLANI, 2001),
tornando a equac¸a˜o 5.18 como:
ϕ(x) = − 1
4pi
∫
1
|x− x′|∇
′ ·M(x′) dv′ + 1
4pi
∮
1
|x− x′|M(x
′) · nˆ ds′,
(5.19)
sendo s a superf´ıcie que limita v e nˆ o vetor unita´rio ortogonal a`
superf´ıcie.
A densidade de carga superficial e´ definida pela equac¸a˜o 5.20 e
a volume´trica pela equac¸a˜o 5.21, como sugerido em (FURLANI, 2001),
ρm = −∇ ·M, (5.20)
σm = M · nˆ = ±Ms, (5.21)
sendo ρm a densidade de carga volume´trica, σm a densidade de carga
superficial e Ms a magnetizac¸a˜o de saturac¸a˜o.
Um ı´ma˜ uniformemente magnetizado na˜o possui divergente,
assim ρm = 0 em todo o seu volume (HAUS; MELCHER, 1989). Logo,
tem-se que:
ϕ(x) =
1
4pi
∮
1
|x− x′|σm ds
′ (5.22)
Substituindo 5.22 em 5.7, tem-se:
H = −∇ 1
4pi
∮
σm
|x− x′| ds
′ (5.23)
Deste modo, como:
B = µoH (5.24)
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tem-se:
B = −µo∇
4pi
∮
σm
|x− x′| ds
′ (5.25)
Por outro lado,
∇ 1|x− x′| = −
(x− x′)
|x− x′|3 (5.26)
Substituindo a equac¸a˜o 5.26 na equac¸a˜o 5.25, obteve-se a
seguinte expressa˜o para a induc¸a˜o magne´tica gerada por uma carga
magne´tica:
B =
µo
4pi
∮
σm(x− x′)
|x− x′|3 ds
′ (5.27)
Agora e´ calculada a forc¸a sobre as cargas magne´ticas. Este
ca´lculo e´ realizado pela ”lei de Lorentz”(BASTOS, 2008), dada por:
~F =
∫
~J × ~B dv (5.28)
Analisando a forc¸a como cargas, de acordo com (FURLANI, 2001),
tem-se que:
F =
∫
Jm ×Bext dv +
∮
jm ×Bext ds
=
∫
(∇×M)×Bext dv +
∮
(M × nˆ)×Bext ds,
(5.29)
sendo Jm a densidade de corrente (A/m
2) e jm a densidade linear de
corrente (A/m).
Aplicando a identidade vetorial (FURLANI, 2001):∫
(∇×M)×Bext dv −
∮
(nˆ×M)×Bext ds =
∫
(M · ∇)Bext dv
+
∫
M × (∇×Bext)−M(∇ ·Bext) dv, (5.30)
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obte´m-se
F =
∫
(M · ∇)Bext dv +
∫
M × (∇×Bext)−M(∇ ·Bext) dv, (5.31)
Sabe-se que ∇. ~B = 0 e sendo que ~M independe das coordenadas,
a distribuic¸a˜o de corrente ∇ × ~B = 0, (FONTANA, 2010a), ou seja, a
fonte de Bext na˜o cobre a regia˜o ocupada por M , (FURLANI, 2001),
assim tem-se que:
F =
∫
(M · ∇)Bext dv (5.32)
Aplicando a identidade vetorial (FURLANI, 2001):∫
(M · ∇)Bext dv =
∫
(∇ ·M)Bext dv +
∮
(nˆ ·M)Bext ds, (5.33)
tem-se que:
F = −
∫
(∇ ·M)Bext dv +
∮
(nˆ ·M)Bext ds (5.34)
De acordo com as equac¸o˜es 5.20 e 5.21, foi reescrita a equac¸a˜o
5.34 da seguinte maneira:
F =
∫
ρmBext dv +
∮
σmBext ds (5.35)
Como se esta´ calculando a forc¸a entre dois ı´ma˜s uniformemente
magnetizados, tem-se que ρm = 0 por todo o volume (HAUS; MELCHER,
1989). Logo, a equac¸a˜o 5.35 pode ser reescrita como:
F =
∮
σmBext ds (5.36)
Substituindo 5.27 em 5.36, tem-se:
F =
µoσ
2
m
4pi
∮ ∮
(x− x′)
|x− x′|3 ds
′ ds (5.37)
O pro´ximo passo e´ transformac¸a˜o de coordenadas. Foram
transformadas de coordenadas cartesianas para coordenadas
cil´ındricas.
A conversa˜o das coordenadas cil´ındricas e´ realizada a partir da
observac¸a˜o da figura 35, deduzindo que:
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Figura 35 – Coordenadas cil´ındricas

cos(ϕ) = xρ ⇒ x = ρ cos(ϕ)
sen(ϕ) = yρ ⇒ y = ρsen(ϕ)
z = z
(5.38)
Os pontos P1 e P2 sa˜o transformados em vetores cartesianos: x = ρ1cos(ϕ1)xˆ+ ρ1sen(ϕ1)yˆ + z1zˆ
x′ = ρ2cos(ϕ2)xˆ+ ρ2sen(ϕ2)yˆ + z2zˆ
(5.39)
Calculando |x− x′|, tem-se:
|x− x′| =
√
(ρ1cos(ϕ1)−ρ2cos(ϕ2))2+(ρ1sen(ϕ1)−ρ2sen(ϕ2))2+(z1−z2)2
(5.40)
= (ρ21cos2(ϕ1) + ρ22cos2(ϕ2)− 2ρ1cos(ϕ1)ρ2cos(ϕ2) + ρ21sen2(ϕ1)
+ρ22sen
2(ϕ2)− 2ρ1sen(ϕ1)ρ2sen(ϕ2) + (z1 − z2)2)
1
2
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Na qual encontra-se:
|x− x′| = (ρ21(sen2(ϕ1) + cos2(ϕ1)) + ρ22(sen2(ϕ2) + cos2(ϕ2))
−2ρ1ρ2(sen(ϕ1)sen(ϕ2)+cos(ϕ1)cos(ϕ2))+(z1−z2)2)
1
2
(5.41)
Aplicando as identidades (5.42):
 sen
2(θ) + cos2(θ) = 1
cos(θ1 − θ2) = cos(θ1)cos(θ2) + sen(θ1)sen(θ2),
(5.42)
obte´m-se:
∣∣x− x′∣∣ = √ρ21 + ρ22 − 2ρ1ρ2cos(ϕ1 − ϕ2) + (z1 − z2)2 (5.43)
Calculando (x− x′):
(x− x′) = ρ1cos(ϕ1)xˆ+ ρ1sen(ϕ1)yˆ + z1zˆ − (ρ2cos(ϕ2)xˆ
+ρ2sen(ϕ2)yˆ + z2zˆ) (5.44)
(x− x′) = (ρ1cos(ϕ1)− ρ2cos(ϕ2))xˆ+ (ρ1sen(ϕ1)
−ρ2sen(ϕ2))yˆ + (z1 − z2)zˆ (5.45)
Foram utilizados unicamente os valores em zˆ, pois devido aos
ı´ma˜s serem conceˆntricos as contribuic¸o˜es em xˆ e em yˆ se anularam,
(MACHADO, 2002).
Foi encontrada assim a fo´rmula da forc¸a entre duas cargas
magne´ticas. Substituindo esta´ fo´rmula na equac¸a˜o 5.37, tem-se:
F =
µoσ
2
m
4pi
∮ ∮
(z1 − z2)
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z1−z2)2)
3 ds
′ ds (5.46)
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Substituindo a equac¸a˜o 5.21 na equac¸a˜o 5.46:
F =
µoM
2
s
4pi
∮ ∮
(z1 − z2)
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z1−z2)2)
3 ds
′ ds (5.47)
em que:
Ms =
Br
µo
(5.48)
sendo Br a induc¸a˜o remanente do ı´ma˜ permanente.
A estrutura da suspensa˜o possui treˆs ı´ma˜s. Um central, que
equivale a duas cargas magne´ticas, separadas por uma distaˆncia l, e
outros dois ı´ma˜s, sendo que cada um equivale a duas cargas
magne´ticas separadas por uma distaˆncia h. Estes ı´ma˜s esta˜o
posicionados na estrutura da suspensa˜o, de modo que se opo˜em ao
movimento do ı´ma˜ central, ou seja, repelindo o ı´ma˜ central para a
parte central da estrutura, gerando assim duas forc¸as de repulsa˜o. O
ca´lculo de cada forc¸a de repulsa˜o e´ similar, pois as estruturas sa˜o
sime´tricas. Calculou-se cada forc¸a em separado. Aplicou-se a equac¸a˜o
5.47 na estrutura da suspensa˜o, conforme a figura 36:
Figura 36 – I´ma˜ equivalente a duas cargas magne´ticas
Foram consideradas as forc¸as de repulsa˜o entre as cargas como
positiva e as forc¸as de atrac¸a˜o como negativa para a estrutura da
suspensa˜o. Portanto, as cargas internas possuem o mesmo po´lo e as
externas opostos a estes. Este processo gera quatro forc¸as entre dois
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ı´ma˜s, duas de repulsa˜o e duas de atrac¸a˜o. A primeira forc¸a calculada
e´ entre as duas cargas internas, que esta˜o separadas por uma
distaˆncia z. Estas duas cargas geram uma forc¸a de repulsa˜o entre
elas, que sera´ considerada positiva, conforme a equac¸a˜o 5.49.
F (z) =
µo
(
Br
µo
)2
4pi
∮ ∮
z
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z)2)
3 ds
′ ds (5.49)
A pro´xima forc¸a calculada e´ entre as cargas que esta˜o separadas
pela distaˆncia z + l, conforme a figura 36. Essas duas cargas geram
uma forc¸a de atrac¸a˜o entre elas, que sera´ considerada negativa para
estrutura, obtendo-se assim a equac¸a˜o 5.50.
F (z) =
µo
(
Br
µo
)2
4pi
∮ ∮
− z + l
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z+l)2)
3 ds
′ ds
(5.50)
As cargas externas esta˜o separadas por uma distaˆncia z + l+ h.
Estas duas cargas geram uma forc¸a de repulsa˜o de acordo a equac¸a˜o
5.51.
F (z) =
µo
(
Br
µo
)2
4pi
∮ ∮
z + l + h
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z+l+h)2)
3 ds
′ ds
(5.51)
O ca´lculo da u´ltima forc¸a gerada por esses ı´ma˜s e´ dado pelas
cargas cuja distaˆncia e´ z + h, gerando uma forc¸a de repulsa˜o conforme
a equac¸a˜o 5.52.
F (z) =
µo
(
Br
µo
)2
4pi
∮ ∮
z + h
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z+h)2)
3 ds
′ ds
(5.52)
Logo, a forc¸a total gerada entre dois ı´ma˜s e´ representada pela
equac¸a˜o 5.53.
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F (z) =
µo
(
Br
µo
)2
4pi
∫ 0.03
0
∫ 2pi
0
∫ 0.03
0
∫ 2pi
0
(z)
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z)2)
3
− (z + l)(√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z+l)2
)
3
+
(z + l + h)(√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z+l+h)2
)
3
− (z + h)
(
√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z+h)2)
3 ρ1 dϕ1 dρ1 ρ2 dϕ2 dρ2 (5.53)
5.2 FORC¸A DO AMORTECEDOR
A forc¸a de amortecimento da suspensa˜o mecaˆnica e´ substitu´ıda
pela forc¸a gerada pelo soleno´ide central da estrutura, que altera a forc¸a
de atrac¸a˜o entre o ı´ma˜ e o tubo ferromagne´tico, mais as forc¸as geradas
pelos outros soleno´ides da estrutura da suspensa˜o eletromagne´tica em
relac¸a˜o ao ı´ma˜ central. A forc¸a dos soleno´ides e´ a ac¸a˜o de controle na
estrutura, que altera a rigidez da suspensa˜o.
5.2.1 Forc¸a gerada pelos soleno´ides em relac¸a˜o ao ı´ma˜
A forc¸a gerada pelos soleno´ides em relac¸a˜o ao ı´ma˜ central (figura
37) e´ calculada de acordo com o motor linear (MURPHY, 2003), seguindo
o mesmo princ´ıpio dos ca´lculos apresentados em 5.1.1, utilizando a
equac¸a˜o 5.28 da forc¸a de Lorentz.
Sendo:
~F =
∫
~J × ~B dv
Resolveu-se JxB na equac¸a˜o forc¸a de Lorentz:
~J × ~B =
∣∣∣∣∣∣
rˆ φˆ zˆ
Jr Jφ Jz
Br Bφ Bz
∣∣∣∣∣∣ (5.54)
Na qual:
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Figura 37 – Forc¸a entre um I´ma˜ e uma soleno´ide
~J × ~B = (JφBz − JzBφ)rˆ+ (JzBr − JrBz)φˆ+ (JrBφ− JφBr)zˆ (5.55)
Logo, como ~F =
∫
~J × ~B dv, e´ obtido:
F =
∫
(JφBz−JzBφ)rˆ+(JzBr−JrBz)φˆ+(JrBφ−JφBr)zˆ dv (5.56)
Devido a` simetria da estrutura, o fluxo da corrente reduz para
Jφ (MURPHY, 2003), logo a equac¸a˜o 5.56 fica:
~F =
∫
(−JφBr)zˆ + (JφBz)rˆ dv (5.57)
Como o ı´ma˜ da estrutura da suspensa˜o e´ conceˆntrico com o
soleno´ide, a componente r da forc¸a se cancela. Portanto, a forc¸a sera´
apenas na direc¸a˜o de z. Assim, tem-se:
F =
∫
(−JφBr) dv, (5.58)
sendo Jφ a densidade de corrente do soleno´ide e Br a componente r do
campo magne´tico gerado pelo ı´ma˜ permanente (equac¸a˜o 5.25).
Substituindo a equac¸a˜o 5.25 na equac¸a˜o 5.58, obte´m-se :
F =
∫
Jφ
µo∇
4pi
∮
σm
|x− x′| ds
′ dv (5.59)
Tem-se, com a substituic¸a˜o da equac¸a˜o 5.43 na equac¸a˜o 5.59,
que:
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F = Jφ
µo
4pi
∫
∇
∮
σm√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z1−z2)2
ds′ dv (5.60)
Sabe-se que o ∇ em coordenadas cil´ındricas e´:
∇ = rˆ ∂
∂r
+
φˆ
r
∂
∂φ
+ zˆ
∂
∂z
(5.61)
Logo:
F =
Jφµo
4pi
∫
∂
∂ρ2
∮
σm√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z1−z2)2
ds′ dv, (5.62)
pois a induc¸a˜o magne´tica so´ ocorre na componente r.
Substituindo 5.21 em 5.62, obte´m-se:
F =
JφBr
4pi
∫
∂
∂ρ2
∮
Ms√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z1−z2)2
ds′ dv (5.63)
Substituindo a equac¸a˜o 5.48 na equac¸a˜o 5.63, tem-se:
F =
JφBr
4pi
∫
∂
∂ρ2
∮
1√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(z1−z2)2
ds′ dv, (5.64)
sendo que z1 varia de −l/2 ate´ +l/2 e z2 varia de −h/2 ate´ +h/2,
conforme a figura 38.
Logo:
F =
JφBr
4pi
∫
z+ l2
z− l2
∫
rb2
rb1
∫
2pi
0
∂
∂ρ2
∫
ri2
ri1
∫
2pi
0
(
1√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(x−h2 )2
− 1√
ρ21+ρ
2
2−2ρ1ρ2cos(ϕ1−ϕ2)+(x+h2 )2
)
ρ1 dϕ1 dρ1 ρ2 dϕ2 dρ2 dx (5.65)
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Figura 38 – Ca´lculo do soleno´ide x ı´ma˜
5.2.2 Forc¸a de atrac¸a˜o entre o ı´ma˜ e o tubo ferromagne´tico
com a bobina central
Para o ca´lculo da forc¸a entre o tubo ferromagne´tico, figura 39,
foi utilizada a fo´rmula do tensor de Maxwell (BASTOS, 2008), definida
pela equac¸a˜o 5.66:
Figura 39 – I´ma˜ x tubo de material ferromagne´tico
F =
1
2µo
∮
B2nˆ ds =
B2Atubo
2µo
, (5.66)
sendo Atubo a a´rea do tubo de material ferromagne´tico (m
2).
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Devido ao fato de o tubo ser constitu´ıdo por um meio
ferromagne´tico, o fluxo (equac¸a˜o 5.67) gerado pelo ı´ma˜ permanente
sera´ atra´ıdo por ele (BASTOS, 2008).
φ =
∮
~B d~s = BAtubo, (5.67)
sendo φ o fluxo magne´tico (wb).
Da equac¸a˜o 5.67, tem-se que:
B2 =
φ2
A2tubo
(5.68)
Substituindo, de acordo com (FURLANI, 2001), esta u´ltima
expressa˜o para B2 na equac¸a˜o 5.66, obte´m-se:
F =
φ2
2µoAtubo
(5.69)
Para definir o modelo dessa parte da estrutura da suspensa˜o
eletromagne´tica (figura 40), deve-se transformar o sistema em um
circuito magne´tico.
Figura 40 – Forc¸a entre um I´ma˜ e uma bobina com nu´cleo de um
material ferromagne´tico
Essa ana´lise e´ feita em duas partes, a primeira e´ quando o ı´ma˜
central esta´ dentro do tubo ferromagne´tico. O ı´ma˜ permanente polariza
o material ferromagne´tico de forma oposta aos seus po´los (figura 41).
O circuito magne´tico referente a esse sistema e´ dado pela figura 42.
Fazendo a ana´lise por malha tem-se o sistema:
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Figura 41 – I´ma˜ dentro de um tubo ferromagne´tico
NI
Hlm
Rfe
Ra1
Rm Ra2
Ø2
Ø1
clm
Figura 42 – I´ma˜ dentro de um tubo de material ferromagne´tico -
Circuito magne´tico
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 (Ra1 +Rfe) · φ1 +Rfe · φ2 = NI
Rfe · φ1 + (Rm+Rfe+Ra2) · φ2 = NI +H · lm
(5.70)
onde:
Rfe =
lfe
µrAfe
(5.71)
Ra1 =
lfe
µoAar1
(5.72)
Rm =
lm
µoAm
(5.73)
Ra2(z) =
z
µoAar2
(5.74)
Hclm =
Brlm
µo
(5.75)
sendo Rfe a relutaˆncia magne´tica do tubo de material ferromagne´tico,
lfe o comprimento do tubo de material ferromagne´tico, Afe a a´rea da
secc¸a˜o transversal do tubo de material ferromagne´tico, µr a
permeabilidade magne´tica relativa do material ferromagne´tico, Rm a
relutaˆncia magne´tica do ı´ma˜ permanente, lm o comprimento do ı´ma˜
permanente central da estrutura, Am a a´rea da secc¸a˜o transversal do
ı´ma˜ permanente, Ra1 a relutaˆncia magne´tica do ar, Aar1 a a´rea
referente a` dispersa˜o magne´tica no ar, Ra2 a relutaˆncia magne´tica do
ar, Aar2 a a´rea referente a` dispersa˜o magne´tica no ar e Hc o campo
magne´tico do ı´ma˜ permanente.
Os valores de Aar1 e Aar2, foram atribu´ıdos. Estes valores na˜o
interferem no resultado pois a permeabilidade do ar e´ muito menor do
que a permeabilidade do outros materiais da estrutura projeta,
resultando uma relutaˆncia muito grande no ar em comparac¸a˜o com a
relutaˆncia dos outros materiais da suspensa˜o magne´tica.
Substituindo soluc¸o˜es do sistemas na equac¸a˜o 5.69, tem-se:
Fbc1(z) =
(φ1 + φ2)
2
2 · µoAg1 sign(≥ z < 0.09) (5.76)
sendo Ag1 a a´rea entre o tubo de material ferromagne´tico e o ı´ma˜
74
permanente.
A segunda parte e´ quando o ı´ma˜ central esta´ completamente
fora do tubo ferromagne´tico, invertendo a polarizac¸a˜o feita na
primeira parte da ana´lise, em que o ı´ma˜ permanente polariza o
material ferromagne´tico de forma oposta aos seus po´los, devido a`
aproximac¸a˜o dos po´los (figura 43). O circuito magne´tico referente a
esse sistema e´ dado pela figura 44.
Figura 43 – I´ma˜ fora do tubo ferromagne´tico
NI
Rfe
Ra3
Ø3
Hlm
Rm Ra4
clm
Figura 44 – I´ma˜ fora do tubo ferromagne´tico - Circuito magne´tico
Analisando os circuitos magne´ticos (figura 43), tem-se:
φ3 =
(
Hc · lm+NI
Ra3(z) +Ra4(z) +Rfe+Rm
)
(5.77)
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onde:
Ra3(z) =
lf + z
µoAg
(5.78)
Ra4(z) =
z
µoAg2
(5.79)
sendo Ra3 e Ra3 a relutaˆncia magne´tica do ar, Ag a a´rea referente
a` dispersa˜o magne´tica no ar e Ag2 a a´rea entre o tubo de material
ferromagne´tico e o ı´ma˜ permanente.
Substituindo soluc¸o˜es do sistemas na equac¸a˜o 5.69, tem-se:
Fbc2(z) =
φ3
2
2 · µoAg2 sign(z ≥ 0.09) (5.80)
sendo N o nu´mero de espiras e I a corrente.
Quando o ı´ma˜ permanente central se desloca para o outro lado
da estrutura, gera os mesmo circuitos magne´ticos, mas a forc¸a possui
sinal negativo.
De acordo com o modelo calculado da suspensa˜o
eletromagne´tica, tem-se que:∑
famortecedor +
∑
fmola +Mv z¨ = Fap (5.81)
Com o intuito de simplificar este modelo, sera´ feita a seguinte
troca de varia´veis: as forc¸as geradas pelo modelo (
∑
famortecedor +∑
fmola) sa˜o substitu´ıdas pela forc¸a de atuac¸a˜o(Fa), como mostra a
equac¸a˜o 5.82.
Mv z¨ + Fa(z, i) = Fap (5.82)
A equac¸a˜o 5.82 representa todo o modelo da suspensa˜o
eletromagne´tica de uma forma simplificada, em que a forc¸a de
atuac¸a˜o e´ dada em func¸a˜o do deslocamento (z) e da corrente (i).
5.3 MODELO UTILIZADO NO MATLAB
Devido a complexidade do modelo matema´tico para ser
implementado na simulac¸a˜o, utilizaremos polinoˆmios obtidos por
interpolac¸a˜o das curvas relacionada a algumas forc¸as da estrutura
obtida no programa Mathcad R©. Estes polinoˆmios sa˜o equac¸o˜es que
podem ser introduzidas no modelo em estudo atrave´s do programa
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Matlab R©.
O processo de interpolac¸a˜o ocorreu da seguinte forma:
1. Substitu´ımos os valores da tabela 1 nas equac¸o˜es do modelo da
suspensa˜o projetada neste trabalho (figura 45). Simulando estas
equac¸o˜es no Mathcad R©, obte´m-se o vetor de coordenadas xy dos
pontos representativo de cada curva de acordo com a forc¸a e o
deslocamento;
2. Utilizando a func¸a˜o polyfit do Matlab R© obte´m-se o polinoˆmio de
cada vetor;
3. Usando a func¸a˜o polyval encontra-se novamente a expressa˜o que
relaciona a forc¸a com o deslocamento da suspensa˜o.
B
1 
   
 B
3 
   
   
  B
c 
   
   
 B
4 
  B
2
Figura 45 – Modelo da Suspensa˜o
A primeira forc¸a calculada no programa Mathcad R© e´ a forc¸a
resultante gerada pelos ı´ma˜s da suspensa˜o magne´tica conforme o seu
deslocamento. A equac¸a˜o 5.53 e´ calculada com o programa Mathcad R©
gerando a figura 46. A curva referente a figura 46 e´ aproximado para
o polinoˆmio da equac¸a˜o 5.83.
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Tabela 1 – Itens da suspensa˜o
Raio int Raio ext Compr.
Bobinas 1 e 2 34.4mm 55mm 30mm
Bobinas 3 e 4 34.4mm 55mm 70mm
Bobina central 40.6mm 55mm 90mm
I´ma˜ central 3mm 30mm 90mm
I´ma˜s 1 e 2 3mm 30mm 30mm
Tubo de material
ferromagne´tico 34.4mm 40.6mm 90mm
fi = −5.26493963588138e15x21 − 1.42763265570978e24x20 +
+194347120795004x18 + 8.85923390817901e22x17 −
−3031395943143.89x16 − 1.93094389028497e21x15 +
+26027676464.1326x14 + 2.13672232520731e19x13 −
−134264682.788952x12 − 1.35945247783367e17x11 +
+426072.264515015x10 + 519949956236441x9 −
−817.594382833891x8 − 1184762846224.35x7 +
+0.893631050968006x6 + 1608762231.76035x5 −
−0.000489593327003818x4 − 669111.774725883x3 +
+1.00598126853739e−07x2 + 2070.96273883365x−
−2.57823683259153e−12 (5.83)
A forc¸a gerada entre uma soleno´ide e um ı´ma˜ permanente e´
dada pela equac¸a˜o 5.65. A aproximac¸a˜o desta equac¸a˜o para um
polinoˆmio e´ feita sem o valor da densidade de corrente J , devido a
densidade de corrente ser a ac¸a˜o de controle do nosso sistema e esta
ac¸a˜o de controle e´ dada de acordo com a perturbac¸a˜o. A parte da
equac¸a˜o aproximada para um polinoˆmio sera´ adicionada no modelo do
Simulink c©. Neste programa o polinoˆmio e´ multiplicado pela
densidade de corrente referente a sua soleno´ide, resultando na forc¸a
gerada entre uma soleno´ide e um ı´ma˜ permanente.
O calculo das forc¸as dos soleno´ides 1 e 2, em relac¸a˜o ao ı´ma˜
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Figura 46 – Forc¸a entre os ı´ma˜s permanente da suspensa˜o magne´tica
conforme o deslocamento do ı´ma˜ central
central, no programa Mathcad R© sa˜o representados na curva da
figura 47. Estas forc¸as sa˜o iguais, pois os soleno´ides 1 e 2 possuem as
mesmas caracter´ısticas, estando apenas em posic¸o˜es diferentes na
estrutura. Estas posic¸o˜es sera˜o colocadas no co´digo do Simulink c©. A
curva referente aos soleno´ides 1 e 2 (figura 47) e´ aproximada para o
polinoˆmio da equac¸a˜o 5.84.
B1 = B2 = +9.06364869150753e27x40 + 8.04230591182009e29x39 −
−9.74381836178137e27x38 − 8.75438062792552e29x37 +
+4.84171253019250e27x36 + 4.41033936245178e29x35 −
−1.47528697339196e27x34 − 1.36439399784763e29x33 +
+3.08367760987835e26x32 + 2.90003050425028e28x31 −
−4.68638222557226e25x30 − 4.48953817179226e27x29 +
+5.35496369858784e24x28 + 5.23609529367387e26x27 −
−4.69281309933343e23x26 − 4.69401878452296e25x25 +
+3.18870617680544e22x24 + 3.27115430086142e24x23 −
−1.68734352288086e21x22 − 1.78052386249658e23x21 +
+6.94595520683967e19x20 + 7.56507804080519e21x19 −
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−2.21052876133870e18x18 − 2.49465811244394e20x17 +
+5.37559255649060e16x16 + 6.31358868004142e18x15 −
−981008391390091x14 − 1.20463423348486e17x13 +
+13085858362117.1x12 + 1.68660727037022e15x11 −
−122843396454.632x10 − 16623342247567.6x9 +
+767639235.486872x8 + 107642154277.090x7 −
−2930905.75177311x6 − 398795845.102530x5 +
+5919.29179344132x4 + 535320.686570142x3 −
−4.74701094297755x2 + 737.904640347819x+
0.000633222129828852 (5.84)
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Figura 47 – Forc¸a da bobina 1 e 2 em relac¸a˜o ao deslocamento do ı´ma˜
central
As forc¸as dos soleno´ides 3 e 4, em relac¸a˜o ao ı´ma˜ central, sa˜o
calculadas no programa Mathcad R©, (figura 48). Estas forc¸as sa˜o iguais,
pois os soleno´ides 3 e 4 tambe´m possuem as mesmas caracter´ısticas,
estando apenas em posic¸o˜es diferentes na estrutura. A curva referente
aos soleno´ides 3 e 4 (figura 48) e´ aproximada para o polinoˆmio da
equac¸a˜o 5.85.
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Figura 48 – Forc¸a da bobina 3 e 4 em relac¸a˜o ao deslocamento do ı´ma˜
central
B4 = B3 = −2.50243314239389e30x40 + 1.75180132037800e34x39 +
+1.50611330274902e30x38 − 1.08548937983320e34x37 −
−4.17416487375869e29x36 + 3.09899592532096e33x35 +
+7.06889004802985e28x34 − 5.40717853714570e32x33 −
−8.18497409625151e27x32 + 6.44886623169698e31x31 +
+6.86997476224494e26x30 − 5.57018658751224e30x29 −
−4.32396229225343e25x28 + 3.60141702106156e29x27 +
+2.08239992496843e24x26 − 1.77643044498093e28x25 −
−7.76103345574506e22x24 + 6.74979651300816e26x23 +
+2.24921432113152e21x22 − 1.98031888203116e25x21 −
−5.06539024070984e19x20 + 4.46691230521625e23x19 +
+8.81341333545884e17x18 − 7.65686890318420e21x17 −
−1.17147022997325e16x16 + 9.76480521963801e19x15 +
+116866929161627x14 − 8.93673279151324e17x13 −
−852604587195.39612 + 5.50103459817644e15x11 +
+4381061979.46635x10 − 19735054780172.9x9 −
−15002158.5516917x8 + 21332233645.1439x7 +
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+31432.2623627298x6 + 123583338.527180x5 −
−34.8933785423121x4 − 725376.328769598x3 +
+0.0154108254065023x2 + 2404.12534290877x−
−1.13459101013097e−06 (5.85)
As forc¸as geradas pela bobina central e pelo tubo de material
ferromagne´tico, em relac¸a˜o ao ı´ma˜ central, foram adicionadas
diretamente no co´digo do Simulink c©, pois as equac¸o˜es na˜o eram
muito complexas.
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6 SIMULAC¸A˜O E RESULTADOS
Este trabalho esta´ focado no projeto da suspensa˜o ativa. A
suspensa˜o ativa proposta e´ um sistema na˜o-linear e o seu controle
merece um estudo detalhado. Para simular o sistema da suspensa˜o
ativa, foi escolhido um controlador que permite um ajuste ra´pido.
Desta forma, e´ poss´ıvel verificar a viabilidade de substituic¸a˜o da
suspensa˜o passiva pelo sistema proposto.
Um controlador fuzzy procura imitar as ac¸o˜es do operador,
incorporando a forma humana de pensar em um sistema de controle.
Pode ser projetado para se comportar conforme o racioc´ınio dedutivo,
utilizando concluso˜es baseadas em informac¸o˜es conhecidas, (SHAW;
SIMo˜ES, 2004).
O conceito de lo´gica e conjuntos fuzzy foi inicialmente
apresentado por (ZADEH, 1965), com o objetivo de fornecer uma
ferramenta matema´tica para o tratamento das informac¸o˜es imprecisas
ou vagas. A Lo´gica Fuzzy, baseada nesta teoria, foi inicialmente
constru´ıda a partir dos conceitos ja´ estabelecidos de lo´gica cla´ssica.
Definindo os operadores semelhantes aos tradicionalmente utilizados
na lo´gica cla´ssica. Outros operadores tambe´m sa˜o adicionados ao
longo do tempo, muitas vezes por necessidades devido aos modelos
incertos ou imperfeitos encontrados na pra´tica ((CHEN; PAHM, 2001) e
(KLIR; YUAN, 1995)).
O controlador fuzzy pode acomodar va´rias entradas e sa´ıdas.
Suas regras podem ser executadas em paralelo, implicando uma ac¸a˜o
recomendada para cada regra, (JANTZEN, 2007). Este controlador
consiste em um esta´gio de entrada (fuzzificac¸a˜o), um esta´gio de
processamento (infereˆncia) e um esta´gio de sa´ıda (defuzzificac¸a˜o),
conforme ilustra a figura 49, (CAMPONOGARA, 2009).
O esta´gio de entrada mapeia os sensores e as outras entradas
na˜o-fuzzy resultantes de medic¸o˜es ou observac¸o˜es para func¸o˜es de
pertineˆncia apropriadas e valores verdades. Os dados de entrada sa˜o
mapeados para os conjuntos fuzzy. Neste esta´gio, ocorre tambe´m a
ativac¸a˜o das regras relevantes para cada situac¸a˜o e a gerac¸a˜o dos
resultados para cada regra. O conjunto fuzzy de sa´ıda e´ obtido por
interme´dio do processo de infereˆncia, (CAMPONOGARA, 2009) e
(TANSCHEIT, 2007).
Existem diversos modelos para utilizar na formac¸a˜o das regras
do sistema de infereˆncia fuzzy. Os mais utilizados sa˜o o Mamdani e o
Sugeno. Para obtenc¸a˜o do controle fuzzy da suspensa˜o, optou-se pelo
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Figura 49 – Arquitetura do controlador Fuzzy
Fonte: (CAMPONOGARA, 2009).
modelo de Sugeno (Takagi-Sugeno-Kang) desenvolvido em 1985 por
(SUGENO, 1985), porque no modelo de Sugeno as sa´ıdas sa˜o func¸o˜es
constantes ou lineares. Devido as equac¸o˜es do sistema da suspensa˜o
serem complexas, e´ necessa´rio saber o valor da sa´ıda do controle. Os
modelos Sugeno permitem conciliar te´cnicas de controle na˜o-linear e
estender de forma rigorosa resultados da teoria de controle de sistemas
lineares.
As regras sa˜o obtidas por meio da ana´lise das simulac¸o˜es de
todos os componentes da suspensa˜o. As varia´veis de entrada do
sistema de controle fuzzy foram mapeadas para o sistema por meio de
func¸o˜es de pertineˆncia. A escolha das func¸o˜es de pertineˆncia do
conjunto suporte foram definidas de forma a considerar a dinaˆmica da
suspensa˜o. Esta escolha foi feita empiricamente. As figuras 50 e 51
apresentam o resultado final das func¸o˜es de pertineˆncia do
deslocamento e da velocidade.
Apo´s o mapeamento das varia´veis de entrada para func¸o˜es de
pertineˆncia e valores verdade, o controlador enta˜o pode tomar deciso˜es
sobre a ac¸a˜o a ser tomada baseando-se em um conjunto de ”regras”,
cada uma delas da forma:
Se Entrada 1 = x
E Entrada 2 = y
Enta˜o Sa´ıda e´ z = ax + by + c
(6.1)
Para um modelo Takagi-Sugeno zero-ordem, a sa´ıda z e´ uma
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Figura 50 – Func¸a˜o de pertineˆncia referente ao deslocamento
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Figura 51 – Func¸a˜o de pertineˆncia referente a` velocidade
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constante (a= b= 0).
Para a suspensa˜o eletromagne´tica, utiliza-se o modelo Takagi-
Sugeno zero-ordem, devido a necessidade de conhecer os valores das
correntes, ale´m disso, limitou-se o valor da densidade de corrente em
±3A/mm2 para evitar o aquecimento das bobinas.
O conjunto de regras Se-Enta˜o para suspensa˜o eletromagne´tica
e´: 
Se deslocamento = x
E velocidade = y
Enta˜o densidade de corrente=c
(6.2)
As regras utilizadas no sistema desta suspensa˜o enta˜o no
apeˆndice A.
Foi utilizado para o projeto do controlador o FIS editor do
Matlab c©. O FIS editor apresenta informac¸o˜es sobre o sistema de
infereˆncia fuzzy como o diagrama do sistema com cada entrada e
sa´ıda (figura 52), as func¸o˜es de pertineˆncia utilizadas, conjunto de
regras Se-Enta˜o e o Surface.
Deslocamento
velocidade
f(u)
Bbc
f(u)
b4
f(u)
b3
f(u)
b2
f(u)
b1
Suspensão
 Controle
(sugeno)
Figura 52 – Modelo Fuzzy
O Surface permite verificar todas as relac¸o˜es entre entrada e
sa´ıda por meio de uma superf´ıcie que relaciona duas varia´veis de entrada
com uma varia´vel de sa´ıda (figuras 53, 54, 55, 56 e 57).
A determinac¸a˜o do sinal de entrada depende da forma da entrada
a que o sistema sera´ sujeito mais frequentemente durante operac¸a˜o
normal, (OGATA, 2003).
Os sistemas de suspensa˜o esta˜o sujeitos a entradas de
perturbac¸a˜o ocasionadas por impactos. Estas entradas podem ser
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Figura 53 – Superf´ıcie de controle da bobina central
Figura 54 – Superficie de controle da bobina 1
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Figura 55 – Superf´ıcie de controle da bobina 2
Figura 56 – Superf´ıcie de controle da bobina 3
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Figura 57 – Superf´ıcie de controle da bobina 4
representadas pela func¸a˜o pulso (58). Esta entrada representa a forc¸a
aplicada pelo solo na suspensa˜o eletromagne´tica.
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Figura 58 – Forc¸a aplicada pelo solo na suspensa˜o
Na figura 59 pode-se visualizar um modelo simplificado do
diagrama de blocos do sistema da suspensa˜o utilizado no Simulink R©,
sendo que a forc¸a (Fr) aplicada pelo solo e´ somada com a forc¸a
gerada pela dinaˆmica do ve´ıculo, representada pelo bloco sistema.
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A forc¸a aplicada pelo solo gera um deslocamento nas massas
suspensas do ve´ıculo. Este deslocamento e´ controlado como a sua
velocidade pelo controlador Fuzzy, gerando corrente para os
atuadores. Os atuadores aplicam sua forc¸a de atuac¸a˜o (Fa) de acordo
com as correntes enviadas pelo controlador.
As correntes sa˜o os resultados do esta´gio de sa´ıda
(defuzzificac¸a˜o) do controle fuzzy, que converte o resultado da
combinac¸a˜o em um valor de sa´ıda do controle. A forc¸a de atuac¸a˜o
diminui a ac¸a˜o da forc¸a aplicada pelo solo nas massas suspensas.
−
+
Fr
Controle Fuzzy Atuadores Sistema
Fa
Sensores
Figura 59 – Modelo do diagrama de blocos
Como pode ser visto na figura 60, os valores da densidade de
corrente esta˜o limitados em ±3A/mm2. Esta figura representa a
atuac¸a˜o do soleno´ide central da suspensa˜o eletromagne´tica. Este
soleno´ide atua durante todo o deslocamento da suspensa˜o e tambe´m
faz um controle fino da velocidade e do deslocamento da suspensa˜o.
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Figura 60 – Densidade de corrente da bobina central
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A figura 61 mostra a ac¸a˜o de controle de uma soleno´ide da
suspensa˜o eletromagne´tica. O centro deste soleno´ide esta´ deslocado
150mm abaixo do centro da estrutura e sua ac¸a˜o de controle e´ mais
eficaz quando o deslocamento for originado por um buraco, ou seja,
deslocamento negativo.
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Figura 61 – Densidade de corrente da bobina 1
A ac¸a˜o de controle de uma soleno´ide da suspensa˜o
eletromagne´tica pode ser vista na figura 62. O centro desta soleno´ide
esta´ deslocado 150mm acima do centro da estrutura e sua ac¸a˜o
controle e´ mais eficaz quando o deslocamento se aproxima dos 150
mm, por exemplo, deslocamento ocasionado por uma lombada ou
positivo, pois pro´ximo do centro a forc¸a da soleno´ide e´ maior.
A figura 63 mostra a ac¸a˜o de controle de uma soleno´ide da
suspensa˜o eletromagne´tica. O centro esta´ deslocado 80mm abaixo do
centro da estrutura. Esta soleno´ide possui uma atuac¸a˜o melhor para
deslocamento negativo, em que o ı´ma˜ central se aproxima do centro
desta soleno´ide.
Pode-se observar na figura 64 a ac¸a˜o de controle de uma soleno´ide
da suspensa˜o eletromagne´tica, que quando o deslocamento ultrapassa
o centro da soleno´ide a corrente muda de sinal para manter a ac¸a˜o da
forc¸a que neste caso, e´ de repulsa˜o. Sendo que o centro desta soleno´ide
esta´ deslocado 80mm acima do centro da estrutura.
As figuras 65 e 66 apresentam os resultados do deslocamento e
da velocidade do deslocamento do sistema de suspensa˜o
eletromagne´tico apo´s a ac¸a˜o de controle. Como pode ser visualizado,
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Figura 62 – Densidade de corrente da bobina 2
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Figura 63 – Densidade de corrente da bobina 3
o controlador fuzzy controlou o sistema da suspensa˜o de uma forma
eficaz, evitando a oscilac¸a˜o na resposta, ou seja, na carroceria do
ve´ıculo e consequentemente para os passageiros do ve´ıculo. O impacto
ocasionado pela perturbac¸a˜o deslocou o ı´ma˜ central do centro da
estrutura da suspensa˜o magne´tica e o controlador conseguiu devolver
o ı´ma˜ central para o centro da estrutura zerando o seu valor de
deslocamento e velocidade. Este sistema de suspensa˜o conseguiu reter
o impacto ocasionado pela perturbac¸a˜o sem transferir para o ve´ıculo.
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Figura 64 – Densidade de corrente da bobina 4
Como mostrado na figura 65, o deslocamento do ı´ma˜ permanente
central na˜o ultrapassou o valor ma´ximo de deslocamento que e´ de
0.1m. A velocidade do deslocamento do ı´ma˜ central (figura 66)
tambe´m na˜o ultrapassou o ma´ximo valor estipulado na func¸a˜o de
pertineˆncia referente a velocidade que e´ de 0.4m/s.
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Figura 65 – Deslocamento controlado
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Figura 66 – Velocidade do deslocamento
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7 CONCLUSA˜O
Este trabalho foi motivado inicialmente na construc¸a˜o de uma
suspensa˜o para o triciclo desenvolvido pelo laborato´rio de Inovac¸a˜o da
UFSC. Este ve´ıculo possui uma instabilidade inerente. Deste modo,
para estabiliza´-lo necessita-se inclina´-lo em curvas, de forma semelhante
a uma motocicleta.
O objetivo deste trabalho foi projetar um sistema de suspensa˜o
ativa (magne´tica), composta de um conjunto de ı´ma˜s permanentes e
bobinas. Esta suspensa˜o tem a func¸a˜o de atenuar as forc¸as que a
suspensa˜o recebe de acordo com o desn´ıvel do terreno, controlando o
deslocamento e a velocidade do deslocamento vertical da carroceria,
evitando as oscilac¸o˜es caracter´ısticas em sistemas massa-mola.
O desafio enfrentado para o desenvolvimento desta suspensa˜o
magne´tica foi reproduzir as forc¸as de uma suspensa˜o passiva. Com o
aux´ılio do programa EFCAD, foi projetado um sistema composto de
ı´ma˜s permanentes, de bobinas e de um tubo de material
ferromagne´tico. Esta suspensa˜o deve suportar a forc¸a esta´tica do
ve´ıculo sem gastos de energia e suas bobinas devem atuar no aux´ılio
do controle do deslocamento e da velocidade do deslocamento vertical
da carroceria do ve´ıculo.
Apo´s projetar uma estrutura com requisitos estipulados, este
trabalho foi concentrado na modelagem dessa estrutura. Esta
modelagem foi feita em partes, de acordo com as forc¸as geradas pela
estrutura. Os modelos das forc¸as foram trabalhados de forma a tornar
poss´ıvel adiciona´-los ao programa Matlab R©.
O controlador Fuzzy foi escolhido devido a complexidade do
modelo e tambe´m pela necessidade de obter rapidamente um
controlador para o sistema de suspensa˜o proposto. A implementac¸a˜o
do controlador foi feita de uma forma simples, por meio do aux´ılio do
FIS editor do Matlab R©. Foi utilizada uma forc¸a de 500 Newtons,
representando a forc¸a exercida pelo solo na estrutura. Mesmo com um
deslocamento violento, o controlador Fuzzy apresentou bons
resultados. O deslocamento da estrutura foi suave e sem oscilac¸o˜es
comuns em sistemas passivos.
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7.1 PERSPECTIVA DE TRABALHOS FUTUROS
Algumas sugesto˜es de trabalhos a ser realizados a partir dos
resultados obtidos nesta dissertac¸a˜o sa˜o:
• Estudo de melhorias na estrutura (modelar o material
ferromagne´tico considerando a saturac¸a˜o) e no controlador;
• Incorporar este modelo na descric¸a˜o do modelo do ve´ıculo;
• Construc¸a˜o de um proto´tipo para avaliac¸a˜o dos resultados e
validac¸a˜o do modelo;
• Aplicac¸a˜o do proto´tipo em um ve´ıculo para comparar os
resultados teo´ricos com os pra´ticos;
• Estudar outras estruturas eletromagne´ticas.
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1- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
2- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vp3
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
3- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
4- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
5- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vp)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
6- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is 0)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
7- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vn)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
8- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
9- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
10- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vn3)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
11- If (Deslocamento is +90mm) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
12- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
13- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vp3
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
14- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
15- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
16- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vp)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
17- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is 0)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
18- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vn)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
19- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
20- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
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21- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vn3)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
22- If (Deslocamento is +80mm) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
23- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is 3) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
24- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vp3
then (Bbc is 3) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
25- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is 2.75) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
26- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is 2.75) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
27- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vp)
then (Bbc is 2.5) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
28- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is 0)
then (Bbc is 2.5) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
29- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vn)
then (Bbc is 2.5) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
30- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is 1) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
31- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is 0) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
32- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vn3)
then (Bbc is -0.25) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
33- If (Deslocamento is dp1) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is -0.25) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
34- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is 2) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
35- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vp3)
then (Bbc is 1.75) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
36- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is 1.75) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
37- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is 1.5) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
38- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vp)
then (Bbc is 1.5) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
39- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is 0)
then (Bbc is -0.75) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
40- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vn)
then (Bbc is -1.5) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
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41- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is -1.5) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
42- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is -2) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
43- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vn3)
then (Bbc is -3) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
44- If (Deslocamento is dp) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is -3) (b4 is -3) (b3 is 3) (b2 is -3) (b1 is 3)
45- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is 1.5) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
46- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vp3
then (Bbc is 1.5) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
47- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is 1) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
48- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is 1) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
49- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vp)
then (Bbc is 0.75) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
50- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is 0)
then (Bbc is 0) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
51- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vn)
then (Bbc is -1) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
52- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is -1.25) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
53- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is -1.75) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
54- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vn3)
then (Bbc is -2.25) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
55- If (Deslocamento is zp) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is -2.75) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
56- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is 1.5) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
57- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vn3
then (Bbc is 1.5) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
58- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is 1) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
59- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is 1) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
60- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vn)
then (Bbc is 0.75) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
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61- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is 0)
then (Bbc is 0) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
62- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vp)
then (Bbc is -1) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
63- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is -1.25) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
64- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is -1.75) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
65- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vp3)
then (Bbc is -2.25) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
66- If (Deslocamento is zn) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is -2.75) (b4 is 0) (b3 is 0) (b2 is 0) (b1 is 0)
67- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is 2) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
68- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vn3
then (Bbc is 1.75) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
69- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is 1.75) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
70- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is 1.5) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
71- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vn)
then (Bbc is 1.5) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
72- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is 0)
then (Bbc is -0.75) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
73- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vp)
then (Bbc is -1.5) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
74- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is -1.5) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
75- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is -2) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
76- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vp3)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
77- If (Deslocamento is dn) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
78- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
79- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vn3
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
80- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is 2.75) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
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81- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is 2.75) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
82- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vn)
then (Bbc is 2.5) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
83- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is 0)
then (Bbc is 2.5) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
84- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vp)
then (Bbc is 2.5) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
85- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is 1) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
86- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is 0) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
87- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vp3)
then (Bbc is -0.25) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
88- If (Deslocamento is dn1) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is -0.25) (b4 is 3) (b3 is -3)(b2 is 3) (b1 is -3)
89- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
90- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vn3
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
91- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
92- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
93- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vn)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
94- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is 0)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
95- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vp)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
96- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
97- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
98- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vp3)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
99- If (Deslocamento is -80mm) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is 3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
100- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vn4)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
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101- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vn3
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
102- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vn2)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
103- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vn1)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
104- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vn)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
105- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is 0)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
106- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vp)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
107- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vp1)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
108- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vp2)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
109- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vp3)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
110- If (Deslocamento is -90mm) and (velocidade is vp4)
then (Bbc is -3) (b4 is 3) (b3 is 3)(b2 is 3) (b1 is -3)
ANEXO A -- Potenciais retardados, Henrique Fleming
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A.1 A FUNC¸A˜O DELTA DE DIRAC
A chamada func¸a˜o delta de Dirac foi introduzida pelo grande
Paul Dirac para simplificar o tratamento de certos problemas da
mecaˆnica quaˆntica. Aqui vamos adaptar o formalismo ao
eletromagnetismo. Na˜o se trata de matema´tica rigorosa, e sim de uma
abreviac¸a˜o, muito intuitiva e eficaz, da teoria das distribuic¸o˜es de
Laurent Schwartz. O feito de Schwartz, que lhe valeu a medalha
Fields (mais ou menos o preˆmio Nobel de matema´tica), foi
transformar as ide´ias geniais de Dirac em matema´tica “politicamente
correta”, bem como ampliar enormemente suas aplicac¸o˜es a outros
ramos da matema´tica, pura e aplicada.
Definimos a func¸a˜o delta assim:
δ(~r) = − 1
4pi
~∇21
r
(A.1)
Em consequeˆncia da definic¸a˜o, tem-se:∫
dV δ(~r) = 1 (A.2)
De fato,∫
dV δ(~r) = − 1
4pi
∫
dV ~∇.~∇1
r
= −
∫
S
~∇1
r
.~ndS
=
1
4pi
∫
S
1
r2
~r
r
.~ndS =
1
4pir2
∫
S
r2dΩ = 1
Da definic¸a˜o segue imediatamente que
δ(~r) = 0 para ~r 6= 0 .
A mais importante propriedade da δ e´ a seguinte:∫
dV δ(~r)f(~r) = f(~0) (A.3)
Demonstrac¸a˜o: na primeira integral de A.3 , o u´nico valor de f(~r)
que interessa e´ f(~0), ja´ que, para qualquer outro valor de ~r, o produto
δ(~r)f(~r) e´ zero. Logo,f(~r) pode ser substitu´ıda pela func¸a˜o constante
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f(~0) sem mudar o valor da integral. Enta˜o,∫
dV δ(~r)f(~r) =
∫
dV δ(~r)f(~0) = f(~0)
∫
dV δ(~r) = f(~0)
Mas geralmente, tem-se:
δ(~r − ~r′) = − 1
4pi
~∇2 1|~r − ~r′| (A.4)∫
dV δ(~r − ~a)f(~r) = f(~a) (A.5)∫
dV δ(~r − ~a) = 1 (A.6)
δ(~r − ~r′) = δ(~r′ − ~r) (A.7)
Uma demonstrac¸a˜o quase f´ısica da Eq. A.6 e´ obtida assim:∫
dV δ(~r−~r′) = − 1
4pi
∫
dV ~∇2 1|~r − ~r′| = −
1
4pi
∫
dV ~∇.~∇( 1|~r − ~r′|)
=
1
4pi
∫
dV ~∇.(
~r − r′
|~r − ~r′|3 ) =
1
4pi
∫
dV ~∇. ~E = 1
4pi
∫
S
~E.~ndS
onde ~E = ~r−~r
′
|~r−~r′|3 e´ o campo ele´trico de uma carga unita´ria localizada
em ~r′. Logo, pelo teorema de Gauss,
1
4pi
∫
dS ~E.~n = 1
Conclui-se, enta˜o, que
∫
dV δ(~r − ~r′) = 1 .1
A.2 APLICAC¸A˜O: SOLUC¸A˜O DA EQUAC¸A˜O DE POISSON
Da eletrosta´tica obteve-se a seguinte equac¸a˜o para o potencial
escalar (equac¸a˜o de Poisson):
~∇2φ(~r) = −4piρ(~r) (A.8)
1Mais precisamente,
∫
dV δ(~r − ~r′) = 1 se o ponto ~r′ estiver no volume V , e
e´ 0 se ~r′ for um ponto externo a V .
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Usando o princ´ıpio de superposic¸a˜o, t´ınha-se a seguinte expressa˜o para
o potencial, em termos da densidade de carga:
φ(~r) =
∫
d3~r′
ρ(~r′)
|~r − ~r′| (A.9)
E´ intuitivo que A.9 seja a soluc¸a˜o de A.8 (para densidades de carga que
tendam a zero a grandes distaˆncias). Sera´ mostrado agora que isto e´
efetivamente verdade. Note-se que, pela definic¸a˜o de δ(~r),
~∇2 1|~r − ~r′| = −4piδ(~r −
~r′) (A.10)
Observa-se que A.9 satisfaz efetivamente a A.8. Aplicando o operador
~∇2 a` A.9, tem-se:
~∇2φ(~r) =
∫
d3~r′~∇2( 1|~r − ~r′|)ρ(
~r′)
=
∫
d3~r′(−4piδ(~r − ~r′)ρ(~r′)) = −4piρ(~r) (A.11)
que e´ o que se queria provar. Neste ca´lculo, e´ essencial o fato de
que ~∇2 atua somente sobre a varia´vel ~r, e na˜o sobre a ~r′.
A.3 FUNC¸O˜ES DE GREEN
Seja L um operador diferencial linear e considere a equac¸a˜o
diferencial
Lφ(~r) = −4pis(~r) (A.12)
onde s e´ uma func¸a˜o dada, denominada fonte e φ e´ a func¸a˜o inco´gnita.
Denomina-se func¸a˜o de Green do operador linear L a func¸a˜oG(~r−~r′),
tal que:
LG(~r − ~r′) = −4piδ(~r − ~r′) (A.13)
com condic¸o˜es de contorno definidas pelo particular problema. Uma
vez determinada a func¸a˜o de Green, a Eq. A.12 pode ser resolvida
facilmente. De fato, mostra-se que:
φ(~r) =
∫
d3~r′G(~r − ~r′)s(~r′) (A.14)
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e´ soluc¸a˜o de A.12. Basta aplicar o operador L a` A.14. Tem-se:
Lφ(~r) =
∫
d3~r′LG(~r − ~r′)s(~r′)
=
∫
d3~r′(−4piδ(~r − ~r′))s(~r′) = −4pis(~r) (A.15)
Para um exemplo, considere o operador linear Laplaceano, ~∇2 .
Na Eq. A.10 lemos que 1|~r−~r′| e´ precisamente a func¸a˜o de Green. De
fato, o me´todo usado acima para construir a soluc¸a˜o da equac¸a˜o de
Poisson e´ exatamente o me´todo da func¸a˜o de Green, que acabou de
ser descrita.
George Green foi um f´ısico-matema´tico de primeira grandeza, embora tenha sido
sempre um amador, e nunca tenha tido qualquer diploma universita´rio.
Estudando por conta pro´pria, Green descobriu praticamente todos os me´todos
matema´ticos da teoria de campos, entre os quais a func¸a˜o de Green e os potenciais
φ e ~A. Publicou, em pequena tiragem, por conta pro´pria, suas descobertas em um
tratado, que se tornou obra ambicionad´ıssima e rara naqueles tempos. Quando o
jovem William Thomson, depois Lord Kelvin, visitou Paris, havia uma fila de
f´ısicos e matema´ticos eminentes querendo ter uma entrevista com aquele jovem
quase desconhecido. O que eles queriam era tomar emprestado o tratado de
Green, do qual Kelvin era o feliz possuidor de uma co´pia.
